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ВВЕДЕНИЕ

Данное учебно-методическое пособие предназначено для учителей мате-
матики, ведущих подготовку обучающихся к сдаче ЕГЭ по математике (про-
фильный уровень), и обучающихся 10–11 классов. 

Цель данного учебно-методического пособия – научить обучающихся,  
использовать координатно-векторный метод с элементами линейной алгебры 
при решении стереометрической задачи из ЕГЭ по математике (профильный 
уровень).

Владея альтернативным способом решения, бучающийся будет гораздо 
увереннее чувствовать себя на экзамене, что повысит его шансы на получение 
максимальных баллов. Знакомя обучающихся с данным методом, учитель за-
кладывает прекрасную базу знаний не только для сдачи ЕГЭ по математике, но 
и для дальнейшего обучения в высшем учебном заведении.



6

ГЛАВА 1. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ВИДЫ МАТРИЦ 

 

Матрица – это прямоугольная таблица, составленная из чисел или иных 

математических выражений  Обозначают заглавными латинскими буквами: 

 

𝐴𝐴 =

(

  
 

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 ⋯
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 ⋯
⋮ ⋮ ⋱

   
𝑎𝑎1𝑗𝑗 ⋯ 𝑎𝑎1𝑚𝑚
𝑎𝑎2𝑗𝑗 ⋯ 𝑎𝑎2𝑚𝑚
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑎𝑖𝑖1 𝑎𝑎𝑖𝑖2 ⋯
⋮ ⋮ ⋱
𝑎𝑎𝑛𝑛1 𝑎𝑎𝑛𝑛2 ⋯

   
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ⋯ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛)

  
 

 

 

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 – элементы матрицы, 𝑖𝑖 – номер строки, 𝑗𝑗 – номер столбца, где находится 

данный элемент. Размерность матрицы – количество ее строк и столбцов: 𝑛𝑛 – 

строк и 𝑚𝑚 – столбцов. 

𝐴𝐴 = (−1 2 5
3 −4 0) 

𝐴𝐴2х3 – матрица размерности 2×3, т.е. состоит из двух строк и трех столбцов. 

Ее элемент, находящийся во второй строке и третьем столбце, 𝑎𝑎23 = 0  

 

Виды матриц: 

 

1  Прямоугольная – число строк не равно числу столбцов. 

𝐴𝐴 = (1 −3 5
0 −4 2) 

2  Квадратная – число строк равно числу столбцов. 

𝐵𝐵 = ( 2 −3
−21 1 ) 
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У квадратной матрицы есть две диагонали: 

 Главная диагональ – все элементы с одинаковыми индексами строк и 

столбца, т.е. 𝑎𝑎11, 𝑎𝑎22, ⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛. Ее направление из верхнего левого угла в 

нижний правый  

 Побочная диагональ – 𝑎𝑎1𝑛𝑛, 𝑎𝑎2 𝑛𝑛−1, ⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛1. Ее направление из верхнего 

правого угла в нижний левый. 

𝐶𝐶 = (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) ;  𝐶𝐶 = (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)  

Желтым маркером выделена главная диагональ матрицы С, а зеленым – 

побочная. 

3  Диагональная – квадратная матрица, у которой все элементы, не стоящие на 

главной диагонали, равны нулю  

𝐷𝐷 = (
−2 0 0
0 3 0
0 0 4

) 

4  Единичная – диагональная матрица, у которой все элементы главной 

диагонали единицы. Обозначается только латинской буквой 𝐸𝐸   

𝐸𝐸 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) ;   𝐸𝐸 = (1 0
0 1) 

5  Треугольная – матрица, у которой выше или ниже главной диагонали все 

нули. 

𝐹𝐹 = (
−2 1 6
0 3 7
0 0 4

) ;   𝐺𝐺 = (
−2 0 0
2 3 0
5 −1 4

) 

6  Нулевая – матрица, у которой все элементы равны нулю. 

7  Матрица, состоящая из одной строки или одного столбца, называется 

вектор-строка или вектор-столбец  

𝐻𝐻 = (1 −3 4);   𝑃𝑃 = (
−3
4
2

) 
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2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

Любой квадратной матрице 𝑛𝑛-го порядка 𝐵𝐵 = (
𝑏𝑏11 𝑏𝑏12
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22

   ⋯ 𝑏𝑏1𝑛𝑛
⋯ 𝑏𝑏2𝑛𝑛⋯ ⋯

𝑏𝑏𝑛𝑛1 𝑏𝑏𝑛𝑛2
   

⋯ ⋯
⋯ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

) можно 

поставить в соответствие выражение (число, если матрица числовая), которое 

называется определителем (детерминантом) и обозначается: 

∆𝐵𝐵= |
𝑏𝑏11 𝑏𝑏12
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22

   ⋯ 𝑏𝑏1𝑛𝑛
⋯ 𝑏𝑏2𝑛𝑛⋯ ⋯

𝑏𝑏𝑛𝑛1 𝑏𝑏𝑛𝑛2
   

⋯ ⋯
⋯ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

| ;  |𝐵𝐵| = |
𝑏𝑏11 𝑏𝑏12
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22

   ⋯ 𝑏𝑏1𝑛𝑛
⋯ 𝑏𝑏2𝑛𝑛⋯ ⋯

𝑏𝑏𝑛𝑛1 𝑏𝑏𝑛𝑛2
   

⋯ ⋯
⋯ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

| ;  

det 𝐵𝐵 = |
𝑏𝑏11 𝑏𝑏12
𝑏𝑏21 𝑏𝑏22

   ⋯ 𝑏𝑏1𝑛𝑛
⋯ 𝑏𝑏2𝑛𝑛⋯ ⋯

𝑏𝑏𝑛𝑛1 𝑏𝑏𝑛𝑛2
   

⋯ ⋯
⋯ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

|. 

Расчет определителя зависит от размерности матрицы.  

 

Рассмотрим размерность 2×2  

|𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

| = 𝑎𝑎11 ∙ 𝑎𝑎22 − 𝑎𝑎21 ∙ 𝑎𝑎12, 

т.е. из произведения элементов главной диагонали вычитаем произведение 

элементов побочной диагонали. 

|2 −3
4 1 | = 2 ∙ 1 − 4 ∙ (−3) = 2 + 12 = 14 

 

Рассмотрим размерность 3×3  

 

Введем два важных понятия: 

1  Минор 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 элемента матрицы 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 называют определитель, полученный 

путем вычеркивания 𝑖𝑖 второй строки и 𝑗𝑗 второго столбца. 

𝐴𝐴 = (
2 −1 4

−2 1 0
0 2 1

) ;  𝑎𝑎22 = 1;  𝑀𝑀22 = |2 4
0 1| = 2 − 0 = 2, 

желтым маркером выделены те элементы матрицы, которые были 

вычеркнуты (находя 𝑀𝑀22, необходимо вычеркнуть вторую строчку 
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⋯ ⋯
⋯ 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑛𝑛

|. 

Расчет определителя зависит от размерности матрицы.  

 

Рассмотрим размерность 2×2  

|𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

| = 𝑎𝑎11 ∙ 𝑎𝑎22 − 𝑎𝑎21 ∙ 𝑎𝑎12, 

т.е. из произведения элементов главной диагонали вычитаем произведение 

элементов побочной диагонали. 

|2 −3
4 1 | = 2 ∙ 1 − 4 ∙ (−3) = 2 + 12 = 14 

 

Рассмотрим размерность 3×3  
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𝐴𝐴 = (
2 −1 4

−2 1 0
0 2 1

) ;  𝑎𝑎22 = 1;  𝑀𝑀22 = |2 4
0 1| = 2 − 0 = 2, 

желтым маркером выделены те элементы матрицы, которые были 
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2  Алгебраическое дополнение 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 элемента матрицы 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 называют число 

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = (−1)𝑖𝑖+𝑗𝑗 ∙ 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖, т.е. оно совпадает со значением минора, если сумма 

индекса строки и столбца четное число, и число противоположное 

минору, если сумма индекса строки и столбца нечетное число. 

𝐴𝐴 = (
2 −1 4

−2 1 0
0 2 1

) ;  𝐴𝐴22 = (−1)2+2 ∙ 𝑀𝑀22 = 𝑀𝑀22 = 2. 

 

Расчет определителя размерности 3×3 с помощью разложения по строке 

или столбцу  

 

Определитель равен сумме произведений элементов любой строки или 

столбца на их алгебраические дополнения: 

 

|
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

| = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑗𝑗=1
;   𝑖𝑖 = 1,2,3 

|
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

| = ∑ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖=1
;   𝑗𝑗 = 1,2,3 

 

Знаки миноров для определителя 3х3 удобнее всего запомнить по следующей 

схеме – у элемента 𝑎𝑎11 он всегда положительный, а далее срабатывает 

свойство чередования знаков: 

|
+ − +
− + −
+ − +

| 
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Разложение определителя по первой строке: 

|
2 −1 3
0 −1 4
1 0 −3

| = 2 ∙ 𝐴𝐴11 + (−1) ∙ 𝐴𝐴12 + 3 ∙ 𝐴𝐴13 =

= 2 ∙ 𝑀𝑀11 + (−1) ∙ (−𝑀𝑀12) + 3 ∙ 𝑀𝑀13 =

= 2 ∙ |−1 4
0 −3| + |0 4

1 −3| + 3 ∙ |0 −1
1 0 |

= 2 ∙ (3 − 0) + (0 − 4) + 3 ∙ (0 + 1) = 6 − 4 + 3 = 5 

 

Разложение определителя по второму столбцу: 

|
2 −1 3
0 −1 4
1 0 −3

| = −1 ∙ 𝐴𝐴12 + (−1) ∙ 𝐴𝐴22 + 0 ∙ 𝐴𝐴31 = −1 ∙ (−𝑀𝑀12) + (−1) ∙ 𝑀𝑀22 =

= |0 4
1 −3| − |2 3

1 −3| = (0 − 4) − (−6 − 3) = −4 + 9 = 5 

 

Применяя данную технику, удобно выбирать строчку или столбец, где больше 

всего нулей, тогда будет минимальное количество вычислений. 

 

3  ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

 

1  Если у матрицы поменять строки и столбцы местами, то значение 

определителя не изменится: 

|0 4
1 −3| = 0 − 4 = −4;  |0 1

4 −3| = 0 − 4 = −4. 

2  При умножении любой строки или столбца матрицы на число, значение 

определителя также умножится на это число: 

|0 4
1 −3| = −4;  | 0 4

2 ∙ 1 2 ∙ (−3)| = 0 − 8 = −8 = 2 ∙ (−4) 

|0 4
1 −3| = −4;  |2 ∙ 0 4

2 ∙ 1 −3| = 0 − 8 = −8 = 2 ∙ (−4). 

3  Определитель, у которого есть нулевая строка или столбец, равен нулю: 

|0 0
1 −3| = 0 − 0 = 0;  |0 1

0 −3| = 0 − 0 = 0.    

4  Определитель, у которого две строки или столбца пропорциональны или 

равны, равен нулю: 

|1 2
1 2| = 2 − 2 = 0;  |1 2

2 4| = 4 − 4 = 0. 

5  При перестановки двух любых строк или столбцов определитель меняет 

свой знак: 

|1 2
1 −3| = −3 − 2 = −5;  | 2 1

−3 1| = 2 + 3 = 5;  |1 −3
1 2 | = 2 + 3 = 5 

 

 

4. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

Вычислить определители второго порядка: 

1  |−3 2
1 4|. Ответ: -14  

2  | 4 0
−2 4|. Ответ: 16. 

3  |2 1
0 5|. Ответ: 10. 

4  |7 −2
1 3 |. Ответ: 23. 

 

 

Решить уравнения: 

5  |2𝑥𝑥 − 3 4
−𝑥𝑥 −3| = 0. Ответ: 4,5  

6  |3 − 𝑥𝑥 𝑥𝑥 + 2
𝑥𝑥 + 1 𝑥𝑥 − 1| = 6. Ответ: 1; -0,5  

7  |𝑥𝑥 − 2 𝑦𝑦 + 3
7 − 𝑦𝑦 𝑥𝑥 + 4| = −34. Ответ: (-1;2)  
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8  |𝑥𝑥 + 3 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 𝑥𝑥 − 2| = 0. Ответ: 5  

9  |𝑥𝑥 − 2 𝑦𝑦 + 3
1 − 𝑦𝑦 𝑥𝑥 − 2| = −4. Ответ: (2;-1)  

10  |sin(2𝑥𝑥) − sin(3𝑥𝑥)
cos(2𝑥𝑥) cos(3𝑥𝑥) | = 0. Ответ: 𝜋𝜋𝜋𝜋5 ; 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  

 

Вычислить определители третьего порядка: 

11  |
1 1 1
2 3 3
4 6 7

|. Ответ: 1  

12  |
1 1 0
2 3 1
0 2 3

|. Ответ: 1  

13  |
−2 3 5
4 1 −2
1 −3 2

|. Ответ: -87  

14  |
2 3 5
0 −1 0
6 7 8

|. Ответ: 14  

15  |
1 2 0
3 4 0
5 6 7

|. Ответ: -14  

16  |
1 2 3
4 5 6
7 8 0

|. Ответ: 27  

17  |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧
0 𝑦𝑦 𝑧𝑧
𝑥𝑥 0 𝑧𝑧

|. Ответ: 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  
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8  |𝑥𝑥 + 3 𝑥𝑥 + 1
𝑥𝑥 − 1 𝑥𝑥 − 2| = 0. Ответ: 5  

9  |𝑥𝑥 − 2 𝑦𝑦 + 3
1 − 𝑦𝑦 𝑥𝑥 − 2| = −4. Ответ: (2;-1)  

10  |sin(2𝑥𝑥) − sin(3𝑥𝑥)
cos(2𝑥𝑥) cos(3𝑥𝑥) | = 0. Ответ: 𝜋𝜋𝜋𝜋5 ; 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛  

 

Вычислить определители третьего порядка: 

11  |
1 1 1
2 3 3
4 6 7

|. Ответ: 1  

12  |
1 1 0
2 3 1
0 2 3

|. Ответ: 1  

13  |
−2 3 5
4 1 −2
1 −3 2

|. Ответ: -87  

14  |
2 3 5
0 −1 0
6 7 8

|. Ответ: 14  

15  |
1 2 0
3 4 0
5 6 7

|. Ответ: -14  

16  |
1 2 3
4 5 6
7 8 0

|. Ответ: 27  

17  |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧
0 𝑦𝑦 𝑧𝑧
𝑥𝑥 0 𝑧𝑧

|. Ответ: 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  

 

 

 

Решить уравнения и неравенства: 

18  |
−3 2 1
𝑥𝑥 − 1 0 7
2 −1 3

| = 0. Ответ: 2  

19  |
2 0 −1
1 𝑥𝑥 + 5 2 − 𝑥𝑥
3 −1 2

| ≤ 4. Ответ: (−∞;− 36
5 ]  

20  |
𝑥𝑥 + 2 4 −1
−2 2 𝑥𝑥 − 1
1 3 0

| = 0. Ответ: -5/3; 2  

21  |
−3 𝑥𝑥 − 1 1
𝑥𝑥 + 2 2 3
0 1 𝑥𝑥

| = 6. Ответ: 1  

22  |
3 2 −1

𝑥𝑥 + 2 0 1
−2 3 − 𝑥𝑥 1

| < 0. Ответ: (−√23;√23)  
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ГЛАВА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 
 

1. ВЕКТОРА. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ И РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ 

 

Вектор – направленный отрезок. Вектор с началом в точке 𝐴𝐴 и концом 

в точке 𝐵𝐵 обозначается символом 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅  и изображается в виде отрезка со 

стрелкой на конце 𝐵𝐵. Также можно использовать строчные буквы для 

обозначения вектора – 𝑎̅𝑎;  𝑏̅𝑏 и т.д. 

 
Запись 𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐵𝐵𝐵𝐵 – это один и тот же отрезок; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅  и 𝐵𝐵𝐴𝐴̅̅ ̅̅  – разные направленные 

векторы, их называют противоположными: 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = −𝐵𝐵𝐴𝐴̅̅ ̅̅   

Длина отрезка 𝐴𝐴𝐴𝐴 называется длиной или модулем вектора 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅  и обозначается 

|𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ | или  |𝑎̅𝑎|, причем |𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ | = |𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ |  
Единичный вектор, или орт – вектор, длина которого единица. 

Нулевой вектор – вектор, у которого начало и конец совпадают, его длина 

равна 0. 

Векторы 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называют коллинеарными, если они лежат на одной прямой 

или параллельных прямых, обозначение 𝑎̅𝑎 || 𝑏̅𝑏. Три и более вектора называют 

компланарными, если они лежат в одной плоскости или в параллельных 

плоскостях. 

Два вектора называются сонаправленными (𝑎̅𝑎 ↑↑ 𝑏̅𝑏), если они коллинеарны и 

направлены в одну сторону, противоположно направленными (𝑎̅𝑎 ↑↓ 𝑏̅𝑏)	 –

если коллинеарны и направлены в разные стороны. 

Два вектора 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называют равными, если они сонаправлены и имеют равные 

длины. 
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компланарными, если они лежат в одной плоскости или в параллельных 

плоскостях. 

Два вектора называются сонаправленными (𝑎̅𝑎 ↑↑ 𝑏̅𝑏), если они коллинеарны и 

направлены в одну сторону, противоположно направленными (𝑎̅𝑎 ↑↓ 𝑏̅𝑏)	 –

если коллинеарны и направлены в разные стороны. 

Два вектора 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называют равными, если они сонаправлены и имеют равные 

длины. 

Если векторы 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 не коллинеарны, то параллельным переносом можно 

совместить их начала и получить треугольник, вершины которого –  начало и 

концы векторов.  

Угол между векторами – угол при вершине этого треугольника, 

соответствующий началу векторов. Если векторы сонаправлены, то угол 

считается равным нулю, противоположно направлены – угол 1800   

 
Суммой векторов 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называют вектор 𝑐𝑐̅, соединяющий начало вектора 𝑎̅𝑎 с 

концом вектора 𝑏̅𝑏, отложенного от конца вектора 𝑎̅𝑎: 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 + 𝑏̅𝑏  

Использую два правила сложения векторов  

1  Правило треугольника: 

 
2  Правило параллелограмма: 

 
Свойства операции сложения: 

1  𝑎̅𝑎 + 𝑏̅𝑏 = 𝑏̅𝑏 + 𝑎̅𝑎 

2  (𝑎̅𝑎 + 𝑏̅𝑏) + 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 + (𝑏̅𝑏 + 𝑐𝑐̅) 
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3  Нулевой вектор: 

𝑎̅𝑎 + 0̅ = 𝑎̅𝑎 

4  Сумма противоположных векторов: 

𝑎̅𝑎 + (−𝑎̅𝑎) = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ + 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 0̅ 

 

Разностью векторов 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называют вектор 𝑐𝑐̅ такой, что 𝑏̅𝑏 + 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎  

Обозначение: 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 − 𝑏̅𝑏. Справедливо равенство 𝑎̅𝑎 − 𝑏̅𝑏 = 𝑎̅𝑎 + (−𝑏̅𝑏)  

 
Произведение вектора 𝑎̅𝑎 ≠ 0 на число 𝜆𝜆 ≠ 0 называют вектор 𝑐𝑐̅: 

1  |𝑐𝑐̅| = |𝜆𝜆| ∙ |𝑎̅𝑎|; 
2  с̅ ↑↑ а̅, если 𝜆𝜆 > 0; 

3  с̅ ↑↓ а̅, если 𝜆𝜆 < 0  

Свойства операции умножения на число: 

1  0 ∙ 𝑎̅𝑎 = 0̅;     𝛼𝛼 ∙ 0̅ = 0̅.  
2  𝛼𝛼 ∙ (𝑎̅𝑎 + 𝑏̅𝑏) = 𝛼𝛼𝑎̅𝑎 + 𝛼𝛼𝑏̅𝑏 

3  (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)𝑎̅𝑎 = 𝛼𝛼𝑎̅𝑎 + 𝛽𝛽𝑏̅𝑏 

4  𝛼𝛼(𝛽𝛽𝑎̅𝑎) = 𝛽𝛽(𝛼𝛼𝑎̅𝑎) = (𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑎̅𝑎 

5  1 ∙ 𝑎̅𝑎 = 𝑎̅𝑎 

Признак коллинеарности векторов – два ненулевых вектора коллинеарны 

тогда и только тогда, когда один из них является произведением другого на 

ненулевое число: 

𝑎𝑎,̅ 𝑏̅𝑏 ≠ 0; 𝑎̅𝑎 || 𝑏̅𝑏  ⇔   𝑏̅𝑏 = 𝜆𝜆 ∙ 𝑎̅𝑎.   
Признак компланарности векторов – три ненулевых вектора компланарны 

тогда и только тогда, когда один из них является линейной комбинацией 

других 𝜆𝜆1, 𝜆𝜆2  – чисел не равных нулю одновременно: 

𝑐𝑐̅ = 𝜆𝜆1 ∙ 𝑎̅𝑎 + 𝜆𝜆2 ∙ 𝑏̅𝑏. 
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2. ДЕКАРТОВА СИСТЕМА КООРДИНАТ  КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА 

 

Прямоугольная (декартова) система координат задается тремя взаимно 

перпендикулярными прямыми – осями, на каждой из которых выбрано 

положительное направление и задан единичный (масштабный) отрезок. Эти 

оси называют осями координат, точку их пересечения 𝑂𝑂 – началом координат. 

Ось 𝑂𝑂𝑥𝑥 – ось абсцисс, 𝑂𝑂𝑂𝑂 – ось ординат, 𝑂𝑂𝑂𝑂 – ось аппликат.   
Если 𝑖𝑖,̅ 𝑗𝑗,̅ 𝑘̅𝑘 – орты координатных осей прямоугольной системы координат 

𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂, то любой вектор 𝑎̅𝑎 единственным образом можно представить в виде их 

суммы (линейной комбинации) с коэффициентами 𝑎𝑎𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑦𝑦, 𝑎𝑎𝑧𝑧:   

𝑎̅𝑎 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 ∙ 𝑖𝑖̅ + 𝑎𝑎𝑦𝑦 ∙ 𝑗𝑗̅ + 𝑎𝑎𝑧𝑧 ∙ 𝑘̅𝑘 = (𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧) 

𝑎𝑎𝑥𝑥, 𝑎𝑎𝑦𝑦, 𝑎𝑎𝑧𝑧 – координаты вектора 𝑎̅𝑎 в декартовой системе координат и проекции 

вектора на соответствующие координатные оси. 

Длина вектора 𝑎̅𝑎 = (𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧): 

|𝑎̅𝑎| = √𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦2 + 𝑎𝑎𝑧𝑧2. 

Если известны координаты начала вектора 𝐴𝐴(𝑥𝑥1; 𝑦𝑦1; 𝑧𝑧1) и конец вектора 

𝐵𝐵(𝑥𝑥2; 𝑦𝑦2; 𝑧𝑧2), то 𝑎̅𝑎 = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1; 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1; 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1): 

|𝑎̅𝑎| = √(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)2 + (𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1)2. 
Пусть два вектора имеют координаты: 

𝑎̅𝑎 = (𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);  𝑏̅𝑏 = (𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧) 

При сложении (вычитании) векторов их одноименные координаты 

складываются (вычитаются): 

𝑎̅𝑎 ± 𝑏̅𝑏 = (𝑎𝑎𝑥𝑥 ± 𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦 ± 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧 ± 𝑏𝑏𝑧𝑧 ). 
При умножения вектора на число его координаты умножаются на это число: 

𝜆𝜆 ∙ 𝑎̅𝑎 = (𝜆𝜆 ∙ 𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝜆𝜆 ∙ 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝜆𝜆 ∙ 𝑎𝑎𝑧𝑧). 
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Вектора коллинеарны тогда и только тогда, когда их соответствующие 

координаты пропорциональны: 

𝑎̅𝑎 || 𝑏̅𝑏    ⇔    𝑎𝑎𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑥𝑥

=
𝑎𝑎𝑦𝑦
𝑏𝑏𝑦𝑦

= 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑧𝑧

. 

Коллинеарные вектора равны – 𝑎̅𝑎 = 𝑏̅𝑏, если они сонаправлены и имеют 

одинаковые длины. 

 
 

3  СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 
УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ 

 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 называется число, 

которое равно произведению длин этих векторов на косинус угла между ними: 

𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = |𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏| ∙ cos (𝜑𝜑)    
Из определения следует, что  

𝑎̅𝑎 ∙ 0̅ = 0̅ ∙ 𝑎̅𝑎 = 0̅ 

Применяют формулы скалярного произведения, записанные через проекции 

вектора: 

𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = |𝑎̅𝑎| ∙ пр𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏 = |𝑏̅𝑏| ∙ пр𝑏̅𝑏𝑎̅𝑎 

Свойства скалярного произведения: 

1  𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = 𝑏̅𝑏 ∙ 𝑎̅𝑎; 
2  𝑎̅𝑎 ∙ (𝑏̅𝑏 + 𝑐𝑐̅) = 𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 + 𝑎̅𝑎 ∙ 𝑐𝑐̅; 
3  (𝛼𝛼𝑎̅𝑎) ∙ 𝑏̅𝑏 = 𝛼𝛼(𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏); 
4  𝑎̅𝑎 ∙ 𝑎̅𝑎 = |𝑎̅𝑎|2; 
5  𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = 0  ⇔   𝑎̅𝑎 ⊥ 𝑏̅𝑏. 

Ортогональные вектора – вектора, у которых скалярное произведение равно 

нулю. 

Если вектора заданы координатами - 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);   𝑏̅𝑏(𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧), то скалярное 

произведение находят как сумму произведений одноименных координат: 

𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑦𝑦 ∙ 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑎𝑎𝑧𝑧 ∙ 𝑏𝑏𝑧𝑧. 
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В задачах при поиске углов следует применять формулу: 

cos(𝜑𝜑) = 𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏
|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏| 

Важно помнить: 

1  𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 > 0 - угол острый; 

2   𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 < 0 – угол тупой; 

3   𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏 = 0 – угол прямой. 

 

Пример. Найти внутренний угол в треугольнике при вершине A, если 

известны координаты вершин: 

𝐴𝐴(−1; 2; 0);   𝐵𝐵(0; −3; 2);   𝐶𝐶(2; 3; −3). 
Решение: 

1  Составим два вектора с общим началом в вершине, угол при которой 

просят найти: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; 2);  𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; 1; −3). 
2  Вычислим скалярное произведение: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = 1 ∙ 3 + (−5) ∙ 1 + 2 ∙ (−3) = −8 

Т.к. 𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ < 0, то угол тупой. 

3  Найдем длины векторов: 

|𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ | = 1
2 √12 + (−5)2 + 22 = 1

2 √30 

|𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ | = 1
2 √32 + 12 + (−3)2 = 1

2 √19 

4  Найдем косинус угла: 

cos(𝜑𝜑) = 𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅
|𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ | ∙ |𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ | = − 8

1
2 √30 ∙ 1

2 √19
= − 32

√570
 

𝜑𝜑 = 𝜋𝜋 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑠𝑠 ( 32
√570

) 

Ответ: 𝜑𝜑 = 𝜋𝜋 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ( 32
√570). 
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4. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.  
ПЛОЩАДЬ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА И ТРЕУГОЛЬНИКА 

 

Три некомпланарных вектора 𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐̅ образуют правую (левую) тройку, если 

с конца третьего вектора 𝑐𝑐̅ кратчайший поворот от первого вектора 𝑎̅𝑎 ко 

второму вектору 𝑏̅𝑏 виден совершающимся против часовой стрелки (по часовой 

стрелке). 

Вектор 𝑐𝑐̅ называют векторным произведением двух неколлинеарных 

векторов 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 и обозначают 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏, если выполнены условия: 

1  𝑐𝑐̅ ⊥ 𝑏̅𝑏;   𝑐𝑐̅ ⊥ 𝑏̅𝑏; 
2  Длина вектора  𝑐𝑐̅ равна площади параллелограмма, построенного на 

векторах 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 как на сторонах: 

𝑐𝑐̅ = |𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏| ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜑𝜑);    𝜑𝜑 = (𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏)̂; 
3  𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐 ̅ образуют правую тройку. 

 

Свойства векторного произведения: 

1  𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = −(𝑏̅𝑏 × 𝑎̅𝑎); 
2  𝛼𝛼(𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) = (𝛼𝛼𝑎̅𝑎) × 𝑏̅𝑏 = 𝑎̅𝑎 × (𝛼𝛼𝑏̅𝑏); 
3  𝑎̅𝑎 × (𝑏̅𝑏 + 𝑐𝑐̅) = 𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 + 𝑎̅𝑎 × 𝑐𝑐̅; 
4  𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = 0 ⇔   𝑎̅𝑎||𝑏̅𝑏. 

Если вектора заданы координатами – 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);   𝑏̅𝑏(𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧), то векторное 

произведение находят по формуле: 

𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑦𝑦 𝑏𝑏𝑧𝑧

| 

Площадь параллелограмма: 

𝑆𝑆 = |𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏| 
Площадь треугольника: 

𝑆𝑆𝛥𝛥 = 1
2 |𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏| 
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4. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ.  
ПЛОЩАДЬ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА И ТРЕУГОЛЬНИКА 
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векторов 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 и обозначают 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏, если выполнены условия: 

1  𝑐𝑐̅ ⊥ 𝑏̅𝑏;   𝑐𝑐̅ ⊥ 𝑏̅𝑏; 
2  Длина вектора  𝑐𝑐̅ равна площади параллелограмма, построенного на 

векторах 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏 как на сторонах: 

𝑐𝑐̅ = |𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏| ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜑𝜑);    𝜑𝜑 = (𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏)̂; 
3  𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐 ̅ образуют правую тройку. 

 

Свойства векторного произведения: 

1  𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = −(𝑏̅𝑏 × 𝑎̅𝑎); 
2  𝛼𝛼(𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) = (𝛼𝛼𝑎̅𝑎) × 𝑏̅𝑏 = 𝑎̅𝑎 × (𝛼𝛼𝑏̅𝑏); 
3  𝑎̅𝑎 × (𝑏̅𝑏 + 𝑐𝑐̅) = 𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 + 𝑎̅𝑎 × 𝑐𝑐̅; 
4  𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = 0 ⇔   𝑎̅𝑎||𝑏̅𝑏. 

Если вектора заданы координатами – 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);   𝑏̅𝑏(𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧), то векторное 

произведение находят по формуле: 

𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑦𝑦 𝑏𝑏𝑧𝑧

| 

Площадь параллелограмма: 

𝑆𝑆 = |𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏| 
Площадь треугольника: 

𝑆𝑆𝛥𝛥 = 1
2 |𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏| 

Пример. Найти площадь треугольника, если известны координаты вершин: 

𝐴𝐴(−1; 2; 0);   𝐵𝐵(0; −3; 2);   𝐶𝐶(2; 3; −3). 
Решение: 

1  Составим два вектора с общим началом. В качестве начала можно 

выбрать любую вершину треугольника: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; 2);  𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; 1; −3). 
2  Вычислим векторное произведение: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 −5 2
3 1 −3

| = 𝒊𝒊 ∙ |−5 2
1 −3| − 𝒋𝒋 ∙ |1 2

3 −3| + 𝒌𝒌 ∙ |1 −5
3 1 | = 

= 𝒊𝒊 ∙ (15 − 2) − 𝒋𝒋 ∙ (−3 − 6) + 𝒌𝒌 ∙ (1 + 15) = 13𝒊𝒊 + 9𝒋𝒋 + 16𝒌𝒌 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = {13; 9; 16} 

3  Найдем площадь треугольника: 

𝑆𝑆𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2 |𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ | = 1

2 √132 + 92 + 162 = 1
2 √506 

Ответ: 𝑆𝑆𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1
2 √506  

 

 

5  СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 
ОБЪЕМ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА И ТРЕУГОЛЬНОЙ ПИРАМИДЫ 

  

Смешанным произведением трех векторов 𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐̅ называют число равное 

скалярному произведению вектора 𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏 на вектор 𝑐𝑐̅ и обозначают: 

𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏𝑐𝑐̅ = (𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) ∙ 𝑐𝑐̅ 

Геометрическая интерпретация смешанного произведения – объем 

параллелепипеда, построенного на векторах 𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐̅ как на ребрах. Если 

тройка векторов правая, то смешанное произведение положительное, если 

левая, то отрицательное. 
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Свойства смешанного произведения: 

1  (𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) ∙ 𝑐𝑐̅ = (𝑏̅𝑏 × 𝑐𝑐̅) ∙ 𝑎̅𝑎 = (𝑐𝑐̅ × 𝑎̅𝑎) ∙ 𝑏̅𝑏 – смешанное произведение не 

меняется при циклической перестановке векторов; 

2  (𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) ∙ 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 ∙ (𝑏̅𝑏 × 𝑐𝑐̅) – смешанное произведение не меняется при 

перестановке знаков векторного и скалярного умножения; 

3  𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏𝑐𝑐̅ = −𝑎̅𝑎𝑐𝑐̅𝑏̅𝑏 = −𝑏̅𝑏𝑎̅𝑎𝑐𝑐̅ = 𝑐𝑐̅𝑏̅𝑏𝑎̅𝑎 – смешанное произведение меняет знак на 

противоположный при перемене мест любых двух векторов 

сомножителей; 

4  𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏𝑐𝑐̅ = 0, если 𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐 ̅ компланарны (в частности, если любые два 

вектора из перемножаемых коллинеарны). 

Если вектора заданы координатами - 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);  𝑏̅𝑏(𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧); 𝑐𝑐̅(𝑐𝑐𝑥𝑥; 𝑐𝑐𝑦𝑦; 𝑐𝑐𝑧𝑧),	
то смешанное произведение находят по формуле: 

𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅ = |
𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑦𝑦 𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑐𝑐𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑐𝑐𝑧𝑧

|  

Объем параллелепипеда: 

𝑉𝑉 = |𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅|  
Объем треугольной пирамиды: 

𝑉𝑉 = 1
6 |𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅|. 

 

Пример. Найти объем треугольной пирамиды, если известны координаты 

вершин: 

𝐴𝐴(−1; 2; 0);   𝐵𝐵(0; −3; 2);   𝐶𝐶(2; 3; −3);   𝐷𝐷(−1; 4; 1). 
Решение: 

1  Составим три вектора с общим началом. В качестве начала можно 

выбрать любую вершину пирамиды: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; 2);  𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; 1; −3);  𝐴𝐴𝐷𝐷̅̅ ̅̅ (0; 2; 1). 
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Свойства смешанного произведения: 

1  (𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) ∙ 𝑐𝑐̅ = (𝑏̅𝑏 × 𝑐𝑐̅) ∙ 𝑎̅𝑎 = (𝑐𝑐̅ × 𝑎̅𝑎) ∙ 𝑏̅𝑏 – смешанное произведение не 

меняется при циклической перестановке векторов; 

2  (𝑎̅𝑎 × 𝑏̅𝑏) ∙ 𝑐𝑐̅ = 𝑎̅𝑎 ∙ (𝑏̅𝑏 × 𝑐𝑐̅) – смешанное произведение не меняется при 

перестановке знаков векторного и скалярного умножения; 

3  𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏𝑐𝑐̅ = −𝑎̅𝑎𝑐𝑐̅𝑏̅𝑏 = −𝑏̅𝑏𝑎̅𝑎𝑐𝑐̅ = 𝑐𝑐̅𝑏̅𝑏𝑎̅𝑎 – смешанное произведение меняет знак на 

противоположный при перемене мест любых двух векторов 

сомножителей; 

4  𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏𝑐𝑐̅ = 0, если 𝑎̅𝑎, 𝑏̅𝑏 и 𝑐𝑐 ̅ компланарны (в частности, если любые два 

вектора из перемножаемых коллинеарны). 

Если вектора заданы координатами - 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧);  𝑏̅𝑏(𝑏𝑏𝑥𝑥; 𝑏𝑏𝑦𝑦; 𝑏𝑏𝑧𝑧); 𝑐𝑐̅(𝑐𝑐𝑥𝑥; 𝑐𝑐𝑦𝑦; 𝑐𝑐𝑧𝑧),	
то смешанное произведение находят по формуле: 

𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅ = |
𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑎𝑎𝑦𝑦 𝑎𝑎𝑧𝑧
𝑏𝑏𝑥𝑥 𝑏𝑏𝑦𝑦 𝑏𝑏𝑧𝑧
𝑐𝑐𝑥𝑥 𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑐𝑐𝑧𝑧

|  

Объем параллелепипеда: 

𝑉𝑉 = |𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅|  
Объем треугольной пирамиды: 

𝑉𝑉 = 1
6 |𝑎̅𝑎𝑏̅𝑏с̅|. 

 

Пример. Найти объем треугольной пирамиды, если известны координаты 

вершин: 

𝐴𝐴(−1; 2; 0);   𝐵𝐵(0; −3; 2);   𝐶𝐶(2; 3; −3);   𝐷𝐷(−1; 4; 1). 
Решение: 

1  Составим три вектора с общим началом. В качестве начала можно 

выбрать любую вершину пирамиды: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; 2);  𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; 1; −3);  𝐴𝐴𝐷𝐷̅̅ ̅̅ (0; 2; 1). 

2  Вычислим смешанное произведение (при раскрытии определителя по 

первой строке вносим в нее координаты вектора с максимальным 

количеством нулей): 

𝐴𝐴𝐷𝐷̅̅ ̅̅ 𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = |
0 2 1
1 −5 2
3 1 −3

| = 0 ∙ |−5 2
1 −3| − 2 ∙ |1 2

3 −3| + 1 ∙ |1 −5
3 1 | = 

= −2 ∙ (−3 − 6) + 1 ∙ (1 + 15) = 34 

3  Найдем объем треугольной пирамиды: 

𝑉𝑉 = 1
6 |𝐴𝐴𝐷𝐷
̅̅ ̅̅ 𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ 𝐴𝐴𝐶𝐶̅̅ ̅̅ | = 34

6 = 17
3  

Ответ: 𝑉𝑉 = 17
3  
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ГЛАВА 3. БАЗОВЫЕ АЛГОРИТМЫ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ 
ПРИ РЕШЕНИИ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ В ЕГЭ 

ПО МАТЕМАТИКЕ (ПРОФИЛЬНЫЙ УРОВЕНЬ) 
 

1. ВВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

 
Вводя систему координат при работе со стереометрической задачей на ЕГЭ по 
математике (профильный уровень), стоит изображать два рисунка: 

 объемную фигуру, заданную в условии задачи, с изображением осей 
координат; 

 плоскость нижнего основания с осью абсцисс и ординат, т.к. именно на 
нее проектируются все точки. 

 
Примеры введения декартовой системы координат: 

1. Куб. 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵(0; 𝑎𝑎; 0);  𝐶𝐶(𝑎𝑎; 𝑎𝑎; 0);  𝐷𝐷(𝑎𝑎; 0; 0); 𝐴𝐴1(0; 0; 𝑎𝑎); 
𝐵𝐵1(0; 𝑎𝑎; 𝑎𝑎); 𝐶𝐶1(𝑎𝑎; 𝑎𝑎; 𝑎𝑎); 𝐷𝐷1(𝑎𝑎; 0; 𝑎𝑎) 

 
Рис. 3.1. Введение декартовой системы координат для куба 

 
2. Правильная треугольная призма: 𝒂𝒂 – сторона основания, 

𝒃𝒃 – боковое ребро. 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 0) ;  𝐶𝐶(𝑎𝑎; 0; 0);  

 𝐴𝐴1(0; 0; 𝑏𝑏); 𝐵𝐵1 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 𝑏𝑏) ; 𝐶𝐶1(𝑎𝑎; 0; 𝑏𝑏);  
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Рис. 3.2. Введение декартовой системы координат для правильной 

треугольной призмы 
 

3  Правильная шестиугольная призма: 𝒂𝒂 – сторона основания, 

𝒃𝒃 – боковое ребро. 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵 (− 𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 0) ;  𝐶𝐶(0; 𝑎𝑎√3; 0);  

𝐷𝐷(𝑎𝑎; 𝑎𝑎√3; 0); 𝐸𝐸 (3𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 0) ;  𝐹𝐹(𝑎𝑎; 0; 0); 

 𝐴𝐴1(0; 0; 𝑏𝑏); 𝐵𝐵1 (− 𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 𝑏𝑏) ; 𝐶𝐶1(0; 𝑎𝑎√3; 𝑏𝑏);  

𝐷𝐷1(𝑎𝑎; 𝑎𝑎√3; 𝑏𝑏); 𝐸𝐸1 (3𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 𝑏𝑏) ; 𝐹𝐹1(𝑎𝑎; 0; 𝑏𝑏); 

 

 
Рис. 3.3. Введение декартовой системы координат для правильной 

шестиугольной призмы 
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4. Правильная шестиугольная пирамида: 𝒂𝒂 – сторона основания,

𝒃𝒃 – боковое ребро, 𝒉𝒉 = √𝒃𝒃𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐 – высота пирамиды.

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵 (−𝑎𝑎
2 ;

𝑎𝑎√3
2 ; 0) ; 𝐶𝐶(0; 𝑎𝑎√3; 0);

𝐷𝐷(𝑎𝑎; 𝑎𝑎√3; 0); 𝐸𝐸 (3𝑎𝑎2 ; 𝑎𝑎√32 ; 0) ; 𝐹𝐹(𝑎𝑎; 0; 0); 𝑀𝑀 (𝑎𝑎2 ;
𝑎𝑎√3
2 ; ℎ)

Рис. 3.4. Введение декартовой системы координат для правильной 
шестиугольной пирамиды

5 Правильная четырехугольная пирамида: 𝒂𝒂 – сторона основания,

𝒃𝒃 – боковое ребро, 𝒉𝒉 = √𝒃𝒃𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐
𝟐𝟐 – высота пирамиды.

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵(0; 𝑎𝑎; 0); 𝐶𝐶(𝑎𝑎; 𝑎𝑎; 0);

𝐷𝐷(𝑎𝑎; 0; 0); 𝑀𝑀 (𝑎𝑎2 ;
𝑎𝑎
2 ; ℎ)
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Рис. 3.5. Введение декартовой системы координат для правильной 

четырехугольной пирамиды 
 

6  Правильная треугольная пирамида: 𝒂𝒂 – сторона основания, 

𝒃𝒃 – боковое ребро, 𝒉𝒉 = √𝒃𝒃𝟐𝟐 − 𝒂𝒂𝟐𝟐

𝟑𝟑  – высота пирамиды. 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

2 ; 0) ;  𝐶𝐶(𝑎𝑎; 0; 0);  𝑀𝑀 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎√3

6 ; ℎ) 

 
Рис. 3.6. Введение декартовой системы координат для правильной 

треугольной пирамиды 
 

 

2. ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА В ЗАДАННОМ СООТНОШЕНИИ 

 
Одной из проблем при решении стереометрических задач на ЕГЭ по 

математике (профильный уровень) является определение координат точки, 

которая делит отрезок в заданном соотношении. 

Пусть на отрезке 𝐴𝐴𝐴𝐴 дана точка 𝐶𝐶, такая, что 𝐴𝐴𝐴𝐴: 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝜆𝜆; 𝐴𝐴(𝑥𝑥𝐴𝐴; 𝑦𝑦𝐴𝐴; 𝑧𝑧𝐴𝐴); 
𝐵𝐵(𝑥𝑥𝐵𝐵; 𝑦𝑦𝐵𝐵; 𝑧𝑧𝐵𝐵). Чтобы найти координаты точки 𝐶𝐶, необходимо использовать 

формулы: 
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𝑥𝑥𝐶𝐶 = 𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝜆𝜆 ∙ 𝑥𝑥𝐵𝐵
1 + 𝜆𝜆 ; 𝑦𝑦𝐶𝐶 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝜆𝜆 ∙ 𝑦𝑦𝐵𝐵

1 + 𝜆𝜆 ; 𝑧𝑧𝐶𝐶 = 𝑧𝑧𝐴𝐴 + 𝜆𝜆 ∙ 𝑧𝑧𝐵𝐵
1 + 𝜆𝜆 . 

При 𝜆𝜆 = 1 получаем формулы середины отрезка: 

𝑥𝑥𝐶𝐶 = 𝑥𝑥𝐴𝐴 + 𝑥𝑥𝐵𝐵
2 ; 𝑦𝑦𝐶𝐶 = 𝑦𝑦𝐴𝐴 + 𝑦𝑦𝐵𝐵

2 ; 𝑧𝑧𝐶𝐶 = 𝑧𝑧𝐴𝐴 + 𝑧𝑧𝐵𝐵
2 . 

Пример.  

На отрезке 𝐴𝐴𝐴𝐴 найти середину – точку 𝐶𝐶 и точку 𝐷𝐷, такую, что 𝐴𝐴𝐴𝐴: 𝐷𝐷𝐷𝐷 = 2: 3,	
если известны координаты вершин: 𝐴𝐴(2; 0; 0);   𝐵𝐵(1; 1; 3)  

 

Решение: 

1  Найдем середину отрезка – точку 𝐶𝐶: 

𝑥𝑥𝐶𝐶 = 2 + 1
2 = 3

2 ; 𝑦𝑦𝐶𝐶 = 0 + 1
2 = 1

2 ; 𝑧𝑧𝐶𝐶 = 0 + 3
2 = 3

2. 

2  Найдем точку 𝐷𝐷,	𝜆𝜆 = 2
3: 

𝑥𝑥𝐷𝐷 =
2 + 2

3 ∙ 1

1 + 2
3

= 8
5 ; 𝑦𝑦𝐷𝐷 =

0 + 2
3 ∙ 1

1 + 2
3

= 2
5 ; 𝑧𝑧𝐷𝐷 =

0 + 2
3 ∙ 3

1 + 2
3

= 6
5. 

Ответ: 𝐶𝐶 (3
2 ; 1

2 ; 3
2) ;   𝐷𝐷 (8

5 ; 2
5 ; 6

5). 

 

3  УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 

 

Любая плоскость в пространстве 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 определяется линейным 

алгебраическим уравнением первой степени с тремя неизвестными: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2 ≠ 0. 
Здесь коэффициенты перед переменными являются координатами вектора 

нормали плоскости 𝑛̅𝑛(𝐴𝐴; 𝐵𝐵; 𝐶𝐶), т.е. ненулевого вектора, который 

перпендикулярен плоскости. 

Частные случаи: 

 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 0;   𝐷𝐷 = 0 – плоскость проходит через начало 

координат; 
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 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐷𝐷 = 0;   С = 0 – плоскость параллельна оси 𝑂𝑂𝑂𝑂 (аналогичный 

смысл имеют уравнения 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0,   𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0); 
 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0;   𝐷𝐷 = 0;  𝐶𝐶 = 0 – плоскость проходит через ось 𝑂𝑂𝑂𝑂 

(аналогичный смысл имеют уравнения 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 0,   𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 0); 
 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐵𝐵 = 0;  𝐶𝐶 = 0 – плоскость параллельна плоскости 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 

(аналогичный смысл имеют уравнения 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0,   𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐷𝐷 = 0); 
 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 0;  т. е.  𝑥𝑥 = 0;  𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 = 𝐷𝐷 = 0 – плоскость совпадает с плоскостью 

𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 (аналогичный смысл имеют уравнения 𝑦𝑦 = 0,   𝑧𝑧 = 0). 
Если введенной системе координат искомая плоскость перпендикулярна оси 

𝑂𝑂𝑂𝑂, то в качестве вектора нормали можно взять единичный орт 𝑛̅𝑛 = 𝒌𝒌(𝟎𝟎; 𝟎𝟎; 𝟏𝟏),	
аналогично для 𝑂𝑂𝑥𝑥 – 𝑛̅𝑛 = 𝒊𝒊(𝟏𝟏; 𝟎𝟎; 𝟎𝟎); для 𝑂𝑂𝑦𝑦 – 𝑛̅𝑛 = 𝒋𝒋(𝟎𝟎; 𝟏𝟏; 𝟎𝟎)  

Рассмотрим основные алгоритмы составления уравнения плоскости в 

стереометрической задаче ЕГЭ по математике (профильный уровень). 

 

В плоскости даны три точки с известными координатами. 

Алгоритм решения  

 С помощью трех точек формируем два вектора с общим началом. 

В качестве начала можно выбрать любую из трех известных точек. 

 Находим координаты полученных векторов. Если есть возможность, то 

переходим к коллинеарным векторам, что существенно упростит 

решение и сэкономит время. 

 Составляем определитель, из которого находим координаты вектора 

нормали. Переходим к коллинеарному вектору, если позволяют 

полученные значения. 

 Чтобы найти свободное слагаемое 𝐷𝐷 в уравнении плоскости, используем 

любую точку из плоскости. 

Пример   

Составить уравнение плоскости, содержащей точки 

𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐵𝐵(1; 2; 4); 𝐶𝐶(2; 1; 3)  
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Решение: 

1  Сформируем два вектора с общим началом: 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅  и 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅   

2  Найдем координаты этих векторов: 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑎(0; 2; 4);  𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑏̅𝑏(1; 1; 3)  

Заметим, что у вектора 𝑎̅𝑎 можно сократить координаты на 2, что 

упростит дальнейшие преобразования и расчеты. Перейдем к 

коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 1; 2)  

3  Составим определитель, с помощью которого найдем координаты 

вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 1 2
1 1 3

| = 𝒊𝒊 ∙ |1 2
1 3| − 𝒋𝒋 ∙ |0 2

1 3| + 𝒌𝒌 ∙ |0 1
1 1| = 

= 𝒊𝒊 ∙ (3 − 2) − 𝒋𝒋 ∙ (0 − 2) + 𝒌𝒌 ∙ (0 − 1) = 𝒊𝒊 + 2𝒋𝒋 − 𝒌𝒌 

𝑛̅𝑛 = {1; 2; −1} 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴:  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

4  Найдем свободное слагаемое 𝐷𝐷, используя точку 𝐴𝐴(1; 0; 0): 

1 + 2 ∙ 0 − 0 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐷𝐷 = −1 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴:  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0 

Ответ: 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴:  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0  

 

В плоскости дана одна точка с известными координатами, и на прямой, 
перпендикулярной плоскости, заданы две точки с известными 
координатами. 
Алгоритм решения. 

 С помощью двух точек прямой формируем вектор, который является 

вектором нормали искомой плоскости, при возможности переходим к 

коллинеарному  

 Используя координаты точки, принадлежащей плоскости, находим 

свободное слагаемое 𝐷𝐷 в уравнении плоскости. 

Пример   

Составить уравнение плоскости 𝛼𝛼, проходящей через точку 𝐴𝐴 

перпендикулярно прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵, если  𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐵𝐵(1; 2; 4); 𝐶𝐶(2; 1; 3)  
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Решение: 

1  Сформируем вектор с помощью точек на прямой, т.е. вектор нормали 

искомой плоскости: 𝐵𝐵С̅̅̅̅ = 𝑛̅𝑛(1; −1; −1)   
𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

2  Найдем свободное слагаемое 𝐷𝐷, используя точку 𝐴𝐴(1; 0; 0): 

1 − 1 ∙ 0 − 0 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐷𝐷 = −1 

𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0 

Ответ: 𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0  

 

В плоскости даны две точки с известными координатами и прямая, 

параллельная плоскости, на которой заданы две точки с известными 

координатами. 

Алгоритм решения. 

 Составляем два вектора – один лежит в плоскости, а другой на 

параллельной прямой.  

 Находим координаты полученных векторов. Если есть возможность, то 

переходим к коллинеарным векторам, что существенно упростит 

решение и сэкономит время. 

 Составляем определитель, из которого находим координаты вектора 

нормали. Переходим к коллинеарному вектору, если позволяют 

полученные значения. 

 Чтобы найти свободное слагаемое 𝐷𝐷 в уравнении плоскости, используем 

любую точку из плоскости. 

Пример   

Составить уравнение плоскости 𝛼𝛼, содержащей точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵 и параллельной 

прямой 𝐶𝐶𝐶𝐶, если 𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐵𝐵(1; 2; 4); 𝐶𝐶(2; 1; 3); 𝐷𝐷(2; 3; 5)  

Решение: 

1  Сформируем два вектора – в плоскости и на прямой: 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅  и 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅   

2  Найдем координаты этих векторов: 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑎(0; 2; 4);  𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏̅𝑏(0; 2; 2)  

Заметим, что координаты векторов можно сократить на 2, что упростит 
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дальнейшие преобразования и расчеты. Перейдем к коллинеарным 

векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 1; 2); 𝑏𝑏1̅(0; 1; 1)  

3  Составим определитель, с помощью которого найдем координаты 

вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 1 2
0 1 1

| = 𝒊𝒊 ∙ |1 2
1 1| − 𝒋𝒋 ∙ |0 2

0 1| + 𝒌𝒌 ∙ |0 1
0 1| = 

= 𝒊𝒊 ∙ (1 − 2) − 𝒋𝒋 ∙ (0 − 0) + 𝒌𝒌 ∙ (0 − 1) = −𝒊𝒊 

𝑛̅𝑛 = {−1; 0; 0};   𝑛𝑛1̅̅ ̅(1; 0; 0) 

𝛼𝛼:  𝑥𝑥 + 𝐷𝐷 = 0 

4  Найдем свободное слагаемое 𝐷𝐷, используя точку 𝐴𝐴(1; 0; 0): 

1 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐷𝐷 = −1 

𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 1 = 0 

Ответ: 𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 1 = 0 – плоскость, параллельная 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂  

 

В плоскости дана одна точка с известными координатами и прямая, 

параллельная плоскости, на которой заданы две точки с известными 

координатами, а также дана плоскость, которая перпендикулярна 

искомой. 

Алгоритм решения. 

 Составляем два вектора – один лежит на параллельной прямой, а другой 

является вектором нормали известной плоскости   

 Находим координаты полученных векторов. Если есть возможность, то 

переходим к коллинеарным векторам, что существенно упростит 

решение и сэкономит время. 

 Составляем определитель, из которого находим координаты вектора 

нормали. Переходим к коллинеарному вектору, если позволяют 

полученные значения. 

 Чтобы найти свободное слагаемое 𝐷𝐷 в уравнении плоскости, используем 

любую точку из плоскости. 
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Пример   

Составить уравнение плоскости 𝛼𝛼, содержащей точку 𝐴𝐴  и параллельной 

прямой 𝐶𝐶𝐶𝐶, а также перпендикулярной плоскости  𝛽𝛽: 𝑥𝑥 − 2𝑧𝑧 = 0, если 

𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐶𝐶(2; 1; 3); 𝐷𝐷(2; 3; 5)  

Решение: 

1  Сформируем  и найдем координаты двух векторов: на прямой – 

𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑏̅𝑏(0; 2; 2) и вектор нормали плоскости 𝛽𝛽 (коэффициенты перед 

переменными в уравнении) – 𝑛̅𝑛(1; 0; −2)  

2  Заметим, что координаты 𝑏̅𝑏 можно сократить на 2, что упростит 

дальнейшие преобразования и расчеты. Перейдем к коллинеарному 

вектору 𝑏𝑏1̅(0; 1; 1)  

3  Составим определитель, с помощью которого найдем координаты 

вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 0 −2
0 1 1

| = 𝒊𝒊 ∙ |0 −2
1 1 | − 𝒋𝒋 ∙ |1 −2

0 1 | + 𝒌𝒌 ∙ |1 0
0 1| = 

= 𝒊𝒊 ∙ (0 + 2) − 𝒋𝒋 ∙ (1 − 0) + 𝒌𝒌 ∙ (1 − 0) = 2𝒊𝒊 − 𝒋𝒋 + 𝒌𝒌 

𝑛̅𝑛 = {2; −1; 1};   
𝛼𝛼:  2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

4  Найдем свободное слагаемое 𝐷𝐷, используя точку 𝐴𝐴(1; 0; 0): 

2 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐷𝐷 = −2 

𝛼𝛼:  2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 2 = 0 

Ответ: 𝛼𝛼:  2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 2 = 0  

 

В плоскости дана одна точка с известными координатами и две прямые, 

которым данная плоскость параллельна, на каждой прямой заданы две 

точки с известными координатами. 

Алгоритм решения. 

 Составляем два вектора – один лежит на первой параллельной прямой,	

а другой на второй   
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 Находим координаты полученных векторов. Если есть возможность, то 

переходим к коллинеарным векторам, что существенно упростит 

решение и сэкономит время. 

 Составляем определитель, из которого находим координаты вектора 

нормали. Переходим к коллинеарному вектору, если позволяют 

полученные значения. 

 Чтобы найти свободное слагаемое 𝐷𝐷 в уравнении плоскости, используем 

любую точку из плоскости. 

Пример   

Составить уравнение плоскости 𝛼𝛼, содержащей точку 𝐴𝐴  и параллельной 

прямой 𝐶𝐶𝐶𝐶 и 𝐾𝐾𝐾𝐾, если 𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐶𝐶(2; 1; 3); 𝐷𝐷(2; 3; 5); 𝐾𝐾(5,1,4); 𝑀𝑀(3; 1; 2)  

Решение: 

1  Сформируем  и найдем координаты двух векторов: 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑎(0; 2; 2) и 

𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏̅𝑏(2; 0; 2)  

2  Заметим, что координаты векторов можно сократить на 2, что упростит 

дальнейшие преобразования и расчеты. Перейдем к коллинеарном 

векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 1; 1) и 𝑏𝑏1̅(1; 0; 1)  

3  Составим определитель, с помощью которого найдем координаты 

вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 0 1
0 1 1

| = 𝒊𝒊 ∙ |0 1
1 1| − 𝒋𝒋 ∙ |1 1

0 1| + 𝒌𝒌 ∙ |1 0
0 1| = 

= 𝒊𝒊 ∙ (0 − 1) − 𝒋𝒋 ∙ (1 − 0) + 𝒌𝒌 ∙ (1 − 0) = −𝒊𝒊 − 𝒋𝒋 + 𝒌𝒌 

𝑛̅𝑛 = {−1; −1; 1};  𝑛𝑛1̅̅ ̅ = {1; 1; −1} 

𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

4  Найдем свободное слагаемое 𝐷𝐷, используя точку 𝐴𝐴(1; 0; 0): 

1 + 𝐷𝐷 = 0;   𝐷𝐷 = −1 

𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0 

Ответ: 𝛼𝛼:  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 − 1 = 0  
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4. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Каноническое уравнение прямой. 
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

𝑎𝑎𝑥𝑥
= 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0

𝑎𝑎𝑦𝑦
= 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

𝑎𝑎𝑧𝑧
 

Здесь 𝐴𝐴(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0; 𝑧𝑧0) – координаты произвольной точки прямой; 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧) – 

направляющий вектор прямой, т.е. вектор, который лежит на прямой или ей 

параллелен. Обращение в нуль одного из знаменателей означает обращение в 

нуль соответствующего числителя. 

Параметрическое уравнение прямой. 

{
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0
𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑦𝑦 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑦𝑦0
𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑧𝑧 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑧𝑧0

 

здесь 𝑡𝑡 – переменный параметр, 𝑡𝑡 ∈ 𝑅𝑅  

Заметим, что параметрическая форма легко получается из канонической: 
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0

𝑎𝑎𝑥𝑥
= 𝑡𝑡  ⇨    𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑥𝑥0 

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0
𝑎𝑎𝑦𝑦

= 𝑡𝑡  ⇨    𝑦𝑦 = 𝑎𝑎𝑦𝑦 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑦𝑦0 

𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
𝑎𝑎𝑧𝑧

= 𝑡𝑡 ⇨   𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝑧𝑧 ∙ 𝑡𝑡 + 𝑧𝑧0 

Алгоритм построения канонического уравнения прямой. 

 С помощью двух произвольных точек прямой сформировать 

направляющий вектор. Если есть возможность, то переходим 

к коллинеарному вектору, что существенно упростит решение 

и сэкономит время. 

 Заносим в каноническое уравнение координаты произвольной точки 

прямой в числитель и найденного направляющего вектора 

в знаменатель. 

Пример.  

Составить каноническое и параметрическое уравнение прямой, проходящей 

через точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, если 𝐴𝐴(1; 0; 0); 𝐵𝐵(1; 2; 4)  
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Решение: 

1  Сформируем направляющий вектор прямой с помощью точек 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑎(0; 2; 4). Заметим, что можно перейти к коллинеарному вектору 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 1; 2)  

2  Составим каноническое уравнение, используя для числителя 
координаты точки 𝐴𝐴: 

𝑥𝑥 − 1
0 = 𝑦𝑦

1 = 𝑧𝑧
2 

3  Перейдем к параметрическому уравнению прямой – приравняем каждую 
дробь в каноническом уравнении к параметру 𝑡𝑡: 

{
𝑥𝑥 = 1
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡

𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡
 

Ответ: 𝑥𝑥−1
0 = 𝑦𝑦

1 = 𝑧𝑧
2;  {

𝑥𝑥 = 1
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡

𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡
 

 

 

5  УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ, ПРЯМЫМИ, 
ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

 

Если даны две прямые 𝑙𝑙1 и 𝑙𝑙2 с направляющими векторами 𝑎𝑎1̅̅ ̅(𝑎𝑎1𝑥𝑥; 𝑎𝑎1𝑦𝑦; 𝑎𝑎1𝑧𝑧) 

и 𝑎𝑎2̅̅ ̅(𝑎𝑎2𝑥𝑥; 𝑎𝑎2𝑦𝑦; 𝑎𝑎2𝑧𝑧), то под углом между ними понимают угол между 

направляющими векторами, а для получения острого угла следует скалярное 

произведение брать по модулю: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑎𝑎2̅̅ ̅|

|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑎𝑎2̅̅ ̅|. 

Если даны две плоскости 𝛼𝛼1 и 𝛼𝛼2 с векторами нормали 𝑛𝑛1̅̅ ̅(𝑛𝑛1𝑥𝑥; 𝑛𝑛1𝑦𝑦; 𝑛𝑛1𝑧𝑧) 

и  𝑛𝑛2̅̅ ̅(𝑛𝑛2𝑥𝑥; 𝑛𝑛2𝑦𝑦; 𝑛𝑛2𝑧𝑧), то под углом между ними понимают угол между данными 

векторами, а для записи наименьшего из двух смежных углов образованных 

этими плоскостями, следует скалярное произведение брать по модулю: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 
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Решение: 

1  Сформируем направляющий вектор прямой с помощью точек 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑎̅𝑎(0; 2; 4). Заметим, что можно перейти к коллинеарному вектору 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 1; 2)  

2  Составим каноническое уравнение, используя для числителя 
координаты точки 𝐴𝐴: 

𝑥𝑥 − 1
0 = 𝑦𝑦

1 = 𝑧𝑧
2 

3  Перейдем к параметрическому уравнению прямой – приравняем каждую 
дробь в каноническом уравнении к параметру 𝑡𝑡: 

{
𝑥𝑥 = 1
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡

𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡
 

Ответ: 𝑥𝑥−1
0 = 𝑦𝑦

1 = 𝑧𝑧
2;  {

𝑥𝑥 = 1
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡

𝑧𝑧 = 2𝑡𝑡
 

 

 

5  УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ, ПРЯМЫМИ, 
ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 

 

Если даны две прямые 𝑙𝑙1 и 𝑙𝑙2 с направляющими векторами 𝑎𝑎1̅̅ ̅(𝑎𝑎1𝑥𝑥; 𝑎𝑎1𝑦𝑦; 𝑎𝑎1𝑧𝑧) 

и 𝑎𝑎2̅̅ ̅(𝑎𝑎2𝑥𝑥; 𝑎𝑎2𝑦𝑦; 𝑎𝑎2𝑧𝑧), то под углом между ними понимают угол между 

направляющими векторами, а для получения острого угла следует скалярное 

произведение брать по модулю: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑎𝑎2̅̅ ̅|

|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑎𝑎2̅̅ ̅|. 

Если даны две плоскости 𝛼𝛼1 и 𝛼𝛼2 с векторами нормали 𝑛𝑛1̅̅ ̅(𝑛𝑛1𝑥𝑥; 𝑛𝑛1𝑦𝑦; 𝑛𝑛1𝑧𝑧) 

и  𝑛𝑛2̅̅ ̅(𝑛𝑛2𝑥𝑥; 𝑛𝑛2𝑦𝑦; 𝑛𝑛2𝑧𝑧), то под углом между ними понимают угол между данными 

векторами, а для записи наименьшего из двух смежных углов образованных 

этими плоскостями, следует скалярное произведение брать по модулю: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

Если дана прямая 𝑙𝑙 и плоскость 𝛼𝛼 с направляющим вектором 𝑎̅𝑎(𝑎𝑎𝑥𝑥; 𝑎𝑎𝑦𝑦; 𝑎𝑎𝑧𝑧) и 

вектором нормали 𝑛̅𝑛(𝑛𝑛𝑥𝑥; 𝑛𝑛𝑦𝑦; 𝑛𝑛𝑧𝑧), то угол между ними находят по формуле: 

s𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜑𝜑) =
|𝑛̅𝑛 ∙ 𝑎̅𝑎|

|𝑛̅𝑛| ∙ |𝑎̅𝑎|. 

Частные случаи: 

 условие перпендикулярности двух прямых: 𝑙𝑙1 ⊥ 𝑙𝑙2   ⇔   𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑎𝑎2̅̅ ̅ = 0; 
 условие перпендикулярности двух плоскостей: 𝛼𝛼1 ⊥ 𝛼𝛼2   ⇔   𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅ = 0; 
 условие параллельности двух прямых: 𝑙𝑙1  ||  𝑙𝑙2   ⇔   𝑎𝑎1̅̅ ̅ || 𝑎𝑎2̅̅ ̅; 
 условие параллельности двух плоскостей: 𝛼𝛼1 ||  𝛼𝛼2   ⇔   𝑛𝑛1̅̅ ̅  ||  𝑛𝑛2̅̅ ̅; 
 условие параллельности прямой и плоскости:  𝑙𝑙 || 𝛼𝛼  ⇔   𝑎̅𝑎 ∙ 𝑛̅𝑛 = 0; 
 условие перпендикулярности прямой и плоскости:  𝑙𝑙 ⊥ 𝛼𝛼  ⇔   𝑎̅𝑎  || 𝑛̅𝑛; 
 условие, при котором две прямые 𝑙𝑙1 и 𝑙𝑙2 лежат в одной плоскости: 

|
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

𝑎𝑎1𝑥𝑥 𝑎𝑎1𝑦𝑦 𝑎𝑎1𝑧𝑧
𝑎𝑎2𝑥𝑥 𝑎𝑎2𝑦𝑦 𝑎𝑎2𝑧𝑧

| = 0, 

здесь 𝐴𝐴(𝑥𝑥1; 𝑦𝑦1; 𝑧𝑧1) – произвольная точка прямой 𝑙𝑙1; 𝐵𝐵(𝑥𝑥2; 𝑦𝑦2; 𝑧𝑧2) – 

произвольная точка прямой 𝑙𝑙2; при этом если направляющие вектора 

прямых не коллинеарны, то прямые пересекаются. 

Следует заметить, что при решении стереометрических задач, где работа 

проводится с конкретной геометрической фигурой, проверка того факта, что 

прямые лежат в одной плоскости, не требуется. 

 

6  ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

 

Алгоритм нахождения точки пересечения прямой и плоскости при решении 

стереометрических задач на ЕГЭ по математике (профильный уровень) 

зависит от той информации, которая дана про искомую точку  

Если у точки во введенной системе координат, точно известны ровно две 

координаты из трех, то применяем Алгоритм № 1  
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Алгоритм № 1  

 Составляем уравнение плоскости  

 Подставляем известные координаты точки в уравнение плоскости и 

находим недостающую. 

Если у точки во введенной системе координат точно известны менее двух 

координат из трех, то применяем Алгоритм № 2  

Алгоритм № 2  

 Записываем уравнение плоскости  

 Составляем каноническое уравнение прямой и переходим к 

параметрическому (можно сразу составить параметрическое, пропустив 

шаг получения канонического)  

 Выражения из параметрического уравнения прямой подставляем в 

уравнение плоскости и находим значение параметра 𝑡𝑡  

 Найденное значение 𝑡𝑡 возвращаем в параметрическое уравнение 

прямой, тем самым получаем координаты искомой точки. 

 

Пример.  

Дана плоскость 𝛼𝛼:  2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 1 = 0  

 Найти точку пересечения 𝐿𝐿 плоскости 𝛼𝛼 с прямой, проходящей через 

точки 𝐴𝐴(0; 0; 0) и 𝐵𝐵(0; 0; 3)  

 Найти точку пересечения 𝑃𝑃 плоскости 𝛼𝛼 с прямой, проходящей через 

точки 𝐴𝐴(0; 0; 0) и 𝐵𝐵(1; 2; 3)  

Решение: 

 При поиске точки 𝐿𝐿 будем использовать Алгоритм № 1, описанный 

выше, т.к. известны ровно две координаты из трех: 𝐿𝐿(0; 0; 𝑧𝑧0)  

Подставим найденные координаты в уравнение плоскости 𝛼𝛼: 

  2 ∙ 0 − 0 + 𝑧𝑧0 − 1 = 0;   𝑧𝑧0 = 1;   𝐿𝐿(0; 0;  1).  
 При поиске точки 𝑃𝑃 будем использовать Алгоритм № 2, описанный 

выше, т.к. нет точной информации о двух координатах из трех: 
𝑃𝑃(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0; 𝑧𝑧0)  
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Алгоритм № 1  

 Составляем уравнение плоскости  

 Подставляем известные координаты точки в уравнение плоскости и 

находим недостающую. 

Если у точки во введенной системе координат точно известны менее двух 

координат из трех, то применяем Алгоритм № 2  

Алгоритм № 2  

 Записываем уравнение плоскости  

 Составляем каноническое уравнение прямой и переходим к 

параметрическому (можно сразу составить параметрическое, пропустив 

шаг получения канонического)  

 Выражения из параметрического уравнения прямой подставляем в 

уравнение плоскости и находим значение параметра 𝑡𝑡  

 Найденное значение 𝑡𝑡 возвращаем в параметрическое уравнение 

прямой, тем самым получаем координаты искомой точки. 

 

Пример.  

Дана плоскость 𝛼𝛼:  2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 1 = 0  

 Найти точку пересечения 𝐿𝐿 плоскости 𝛼𝛼 с прямой, проходящей через 

точки 𝐴𝐴(0; 0; 0) и 𝐵𝐵(0; 0; 3)  

 Найти точку пересечения 𝑃𝑃 плоскости 𝛼𝛼 с прямой, проходящей через 

точки 𝐴𝐴(0; 0; 0) и 𝐵𝐵(1; 2; 3)  

Решение: 

 При поиске точки 𝐿𝐿 будем использовать Алгоритм № 1, описанный 

выше, т.к. известны ровно две координаты из трех: 𝐿𝐿(0; 0; 𝑧𝑧0)  

Подставим найденные координаты в уравнение плоскости 𝛼𝛼: 

  2 ∙ 0 − 0 + 𝑧𝑧0 − 1 = 0;   𝑧𝑧0 = 1;   𝐿𝐿(0; 0;  1).  
 При поиске точки 𝑃𝑃 будем использовать Алгоритм № 2, описанный 

выше, т.к. нет точной информации о двух координатах из трех: 
𝑃𝑃(𝑥𝑥0; 𝑦𝑦0; 𝑧𝑧0)  

Составим каноническое уравнение прямой, для этого сформируем 

направляющий вектор 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (1; 2; 3) и для составления числителей 

воспользуемся координатами точки 𝐴𝐴: 
𝑥𝑥
1 =

𝑦𝑦
2 =

𝑧𝑧
3. 

Приравняем каждую дробь к параметру 𝑡𝑡 и перейдем к параметрическому 

уравнению: 

{
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡;
𝑦𝑦 = 2𝑡𝑡;
𝑧𝑧 = 3𝑡𝑡.

 

Подставим найденные выражения в уравнение плоскости: 

2𝑡𝑡 − 2𝑡𝑡 + 3𝑡𝑡 − 1 = 0;    𝑡𝑡 = 13. 

Вернем значение параметра в параметрическое уравнение и получим 

координаты искомой точки: 

{ 
 
  𝑥𝑥 =

1
3 ;

𝑦𝑦 = 23 ;
𝑧𝑧 = 1;

   𝑃𝑃 (13 ;
2
3 ; 1). 

Ответ:  𝐿𝐿(0; 0;  1);   𝑃𝑃 (13 ;
2
3 ; 1).  

  

 

7  ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРЯМЫХ В ПРОСТРАНСТВЕ 

 

Рассмотрим случай пересечения двух прямых в пространстве. 

Алгоритм решения  

 Для первой прямой строим каноническое уравнение и переходим 

к параметрическому. 

 Для второй прямой строим каноническое уравнение. Выбираем любые 

две дроби и записываем отдельным уравнением, в которое вносим 
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выражения из параметрического уравнения, полученного на 

предыдущем шаге. Находим значение параметра. 

Замечание. Если получили уравнение, которое не имеет корней или 

имеет бесконечно много, т.е. попали в частный случай, то выбираем 

дроби из канонической записи, которые приведут к одному корню. 

 Найденное значение параметра возвращаем в параметрическое 

уравнение и записываем координаты искомой точки. 

 

Пример. 

Прямая 𝑙𝑙1 проходит через точки 𝐴𝐴(2; −3; −6) и 𝐵𝐵(1; 2; −4), а прямая 𝑙𝑙2 

проходит через точки 𝐶𝐶(0; 7; −2) и 𝐷𝐷(2; 5; 1). Найти координаты точки 

пересечения этих прямых – точку 𝑃𝑃  

Решение: 

 cоставим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝑙𝑙1: 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; −2);  𝑥𝑥 − 1
1 = 𝑦𝑦 − 2

−5 = 𝑧𝑧 + 4
−2 ;  {

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 1
𝑦𝑦 = −5𝑡𝑡 + 2
𝑧𝑧 = −2𝑡𝑡 − 4

; 

 cоставим каноническое уравнение прямой 𝑙𝑙2: 

𝑏̅𝑏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (2; −2; 3);  𝑥𝑥 − 2
2 = 𝑦𝑦 − 5

−2 = 𝑧𝑧 − 1
3 ;   

 с помощью первой и второй дроби сформируем уравнение, в которое 

подставим выражения из параметрического уравнения первой прямой: 
𝑥𝑥 − 2

2 = 𝑦𝑦 − 5
−2 ;  𝑡𝑡 + 1 − 2

2 = −5𝑡𝑡 + 2 − 5
−2 ;    𝑡𝑡 = −1; 

 вернем найденное значение параметра и запишем координаты точки: 

{
𝑥𝑥 = −1 + 1

𝑦𝑦 = −5 ∙ (−1) + 2
𝑧𝑧 = −2 ∙ (−1) − 4

;    𝑃𝑃(0; 7; −2). 

Ответ: 𝑃𝑃(0; 7; −2)  
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выражения из параметрического уравнения, полученного на 

предыдущем шаге. Находим значение параметра. 

Замечание. Если получили уравнение, которое не имеет корней или 

имеет бесконечно много, т.е. попали в частный случай, то выбираем 

дроби из канонической записи, которые приведут к одному корню. 

 Найденное значение параметра возвращаем в параметрическое 

уравнение и записываем координаты искомой точки. 

 

Пример. 

Прямая 𝑙𝑙1 проходит через точки 𝐴𝐴(2; −3; −6) и 𝐵𝐵(1; 2; −4), а прямая 𝑙𝑙2 

проходит через точки 𝐶𝐶(0; 7; −2) и 𝐷𝐷(2; 5; 1). Найти координаты точки 

пересечения этих прямых – точку 𝑃𝑃  

Решение: 

 cоставим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝑙𝑙1: 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −5; −2);  𝑥𝑥 − 1
1 = 𝑦𝑦 − 2

−5 = 𝑧𝑧 + 4
−2 ;  {

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 1
𝑦𝑦 = −5𝑡𝑡 + 2
𝑧𝑧 = −2𝑡𝑡 − 4

; 

 cоставим каноническое уравнение прямой 𝑙𝑙2: 

𝑏̅𝑏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (2; −2; 3);  𝑥𝑥 − 2
2 = 𝑦𝑦 − 5

−2 = 𝑧𝑧 − 1
3 ;   

 с помощью первой и второй дроби сформируем уравнение, в которое 

подставим выражения из параметрического уравнения первой прямой: 
𝑥𝑥 − 2

2 = 𝑦𝑦 − 5
−2 ;  𝑡𝑡 + 1 − 2

2 = −5𝑡𝑡 + 2 − 5
−2 ;    𝑡𝑡 = −1; 

 вернем найденное значение параметра и запишем координаты точки: 

{
𝑥𝑥 = −1 + 1

𝑦𝑦 = −5 ∙ (−1) + 2
𝑧𝑧 = −2 ∙ (−1) − 4

;    𝑃𝑃(0; 7; −2). 

Ответ: 𝑃𝑃(0; 7; −2)  

 

 

 

8  РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ 
(РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПЛОСКОСТЯМИ) 

 

Расстояние от точки 𝑀𝑀0(𝑥𝑥0, 𝑦𝑦0, 𝑧𝑧0) до плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 

(расстояние между параллельными плоскостями, расстояние между 

параллельными прямой и плоскостью) находят по следующей формуле: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
. 

Пример. 

Найти расстояние от точки 𝑀𝑀0(1,2,3) до плоскости   𝑥𝑥 + 2𝑧𝑧 − 4 = 0  

Решение: 

используем формулу: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
, 

здесь 𝐴𝐴 = 1; 𝐵𝐵 = 0; 𝐶𝐶 = 2; 𝐷𝐷 = −4;  𝑥𝑥0 = 1; 𝑦𝑦0 = 2; 𝑧𝑧0 = 3  

Тогда  

𝑑𝑑 =
|1 ∙ 1 + 0 ∙ 2 + 2 ∙ 3 − 4|

√12 + 02 + 22
= 3

√5
= 3√5

5 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 3√5
5 . 

 

9  РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ 
(РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПРЯМЫМИ) 

 
Рассмотрим случай параллельных прямых. 

Алгоритм решения. 

 Сформировать два вектора с общим началом, как показано на рис. 3.7. 

При работе с вектором 𝑎̅𝑎 можно осуществить переход к коллинеарному, 

что упростит решение и сэкономит время, а для вектора 𝑏̅𝑏 переход к 

коллинеарному недопустим, т.к. при этом изменится расстояние между 

прямыми. 



42

 
Рис. 3.7. Расстояние между параллельными прямыми 

 Находим косинус угла между векторами 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏|. 

 Переходим к тригонометрической функции синус с помощью основного 

тригонометрического тождества: 

sin(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑). 
 Вычисляем искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ sin(𝜑𝜑). 
Пример. 

Найти расстояние от точки 𝐶𝐶(2; 0; 3) до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴, если 𝐴𝐴(1; 0; 2); 𝐵𝐵(2; 1; 3)  

Решение: 

 Составляем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; 1; 1); 𝑏̅𝑏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (1; 0; 1). 
 Находим косинус угла между ними: 

cos(𝜑𝜑) = 2
√6

. 

 Переходим к тригонометрической функции синус: 

s𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜑𝜑) = 1
√3

. 

 Вычисляем искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = √2 ∙ 1
√3

= √2
3. 

Ответ: 𝑑𝑑 = √2
3. 
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Рис. 3.7. Расстояние между параллельными прямыми 

 Находим косинус угла между векторами 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏|. 

 Переходим к тригонометрической функции синус с помощью основного 

тригонометрического тождества: 

sin(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑). 
 Вычисляем искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ sin(𝜑𝜑). 
Пример. 

Найти расстояние от точки 𝐶𝐶(2; 0; 3) до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴, если 𝐴𝐴(1; 0; 2); 𝐵𝐵(2; 1; 3)  

Решение: 

 Составляем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; 1; 1); 𝑏̅𝑏 = 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (1; 0; 1). 
 Находим косинус угла между ними: 

cos(𝜑𝜑) = 2
√6

. 

 Переходим к тригонометрической функции синус: 

s𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜑𝜑) = 1
√3

. 

 Вычисляем искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = √2 ∙ 1
√3

= √2
3. 

Ответ: 𝑑𝑑 = √2
3. 

10. РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ 

 

Рассмотрим случай скрещивающихся прямых. 

Алгоритм решения  

 Составляем уравнение плоскости, в которой лежит одна из 

скрещивающихся прямых, а другая этой плоскости параллельна  

 Применяем формулу расстояния от точки до плоскости и вычисляем 

искомое расстояние. 

 

Пример. 

Доказать, что прямые 𝐴𝐴𝐴𝐴 и  𝐵𝐵𝐾𝐾 скрещивающиеся, и найти расстояние между 

ними. Известно, что 𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(0; 0; 1); 𝐵𝐵(0; 1; 0); 𝐾𝐾(1; 0; 0). 
Решение: 

 Найдем направляющие векторы прямых: 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (0; 0; 1); 𝑏̅𝑏 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (1; −1; 0). 
 Докажем, что прямые не лежат в одной плоскости (при работе с 

конкретной геометрической фигурой данное доказательство не 

требуется). Для заполнения первой строки определителя используем 

координаты точек 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵: 

|
0 1 0
0 0 1
1 −1 0

| = 1 ≠ 0 

Т.к. определитель не равен нулю (заметим, что направляющие векторы 

прямых не коллинеарны), то прямые 𝐴𝐴𝐴𝐴 и  𝐵𝐵𝐵𝐵 скрещивающиеся. 

 Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая содержит точки 𝐴𝐴 и 𝐶𝐶 и 

параллельна прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵: 

𝑛̅𝑛 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
0 0 1
1 −1 0

| = {1; 1; 0};    𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 

Т.к. плоскость проходит через точку 𝐴𝐴, то 𝐷𝐷 = 0, тогда 𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0  
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 Применим формулу расстояния от точки до плоскости: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
, 

здесь 𝐴𝐴 = 1; 𝐵𝐵 = 1; 𝐶𝐶 = 0; 𝐷𝐷 = 0;  𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 1; 𝑧𝑧0 = 0  

Тогда  

𝑑𝑑 =
|1 ∙ 0 + 1 ∙ 1 + 0 ∙ 0 + 0|

√12 + 12 + 02
= 1

√2
= √2

2 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √2
2 . 
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 Применим формулу расстояния от точки до плоскости: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
, 

здесь 𝐴𝐴 = 1; 𝐵𝐵 = 1; 𝐶𝐶 = 0; 𝐷𝐷 = 0;  𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 1; 𝑧𝑧0 = 0  

Тогда  

𝑑𝑑 =
|1 ∙ 0 + 1 ∙ 1 + 0 ∙ 0 + 0|

√12 + 12 + 02
= 1

√2
= √2

2 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √2
2 . 

 

ГЛАВА 4. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ОСНОВНЫХ 
ТИПОВ СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ НА ЕГЭ 
ПО МАТЕМАТИКЕ (ПРОФИЛЬНЫЙ УРОВЕНЬ) 

 

1. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ, ПЛОСКОСТЯМИ, 
ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ 

 

Пример. 

В кубе 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1 все ребра равны 4. На его ребре 𝐵𝐵𝐵𝐵1 отмечена точка 𝐾𝐾 

так, что 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 3. Через точки 𝐾𝐾 и 𝐶𝐶1 построена плоскость 𝛼𝛼, параллельная 

прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵1  

А  Докажите, что 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1, где 𝑃𝑃  – точка пересечения плоскости 𝛼𝛼 с 

ребром 𝐴𝐴1𝐵𝐵1  

Б  Найдите угол наклона плоскости 𝛼𝛼 к плоскости грани 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐶𝐶  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.1. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0. 
𝐵𝐵(0; 4; 0); 𝐷𝐷1(4; 0; 4); 𝐾𝐾(0; 4; 3); 𝐶𝐶1(4; 4; 4).  
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Рис. 4.2. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Координаты векторов: 𝑎̅𝑎(4; −4; 4); 𝑏̅𝑏(4; 0; 1).  
На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅(1; −1; 1), что 

упростит дальнейшие расчеты. 

Найдем координаты вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 −1 1
4 0 1

| = {−1; 3; 4};  𝛼𝛼: − 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 

Используем координаты точки 𝐾𝐾: 0 + 3 ∙ 4 + 4 ∙ 3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −24. 
Таким образом, уравнение плоскости 𝛼𝛼 имеет вид: 

 −𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 − 24 = 0. 
Докажем, что 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1, где 𝑃𝑃  – точка пересечения плоскости 𝛼𝛼 

с ребром 𝐴𝐴1𝐵𝐵1  

I способ. 

Найдем координаты точки 𝑃𝑃, которая находится на ребре 𝐴𝐴1𝐵𝐵1 

и 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1  Используем формулы деления отрезка в заданном 

соотношении. 

Координаты точек: 𝐴𝐴1(0; 0; 4); 𝐵𝐵1(0; 4; 4)   

𝑥𝑥𝑃𝑃 = 0 + 2 ∙ 0
1 + 2 = 0; 𝑦𝑦𝑃𝑃 = 0 + 2 ∙ 4

1 + 2 = 8
3 ; 𝑧𝑧𝑃𝑃 = 4 + 2 ∙ 4

1 + 2 =;  𝑃𝑃 (0; 8
3 ; 4). 

Докажем, что 𝑃𝑃 принадлежит плоскости 𝛼𝛼. Для этого подставим ее 

координаты в уравнение плоскости: 

−0 + 3 ∙ 8
3 + 4 ∙ 4 − 24 = 0;  0 = 0. 

Следовательно, 𝑃𝑃 ∈ 𝛼𝛼  
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Рис. 4.2. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Координаты векторов: 𝑎̅𝑎(4; −4; 4); 𝑏̅𝑏(4; 0; 1).  
На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅(1; −1; 1), что 

упростит дальнейшие расчеты. 

Найдем координаты вектора нормали: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 −1 1
4 0 1

| = {−1; 3; 4};  𝛼𝛼: − 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 

Используем координаты точки 𝐾𝐾: 0 + 3 ∙ 4 + 4 ∙ 3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −24. 
Таким образом, уравнение плоскости 𝛼𝛼 имеет вид: 

 −𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 − 24 = 0. 
Докажем, что 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1, где 𝑃𝑃  – точка пересечения плоскости 𝛼𝛼 

с ребром 𝐴𝐴1𝐵𝐵1  

I способ. 

Найдем координаты точки 𝑃𝑃, которая находится на ребре 𝐴𝐴1𝐵𝐵1 

и 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1  Используем формулы деления отрезка в заданном 

соотношении. 

Координаты точек: 𝐴𝐴1(0; 0; 4); 𝐵𝐵1(0; 4; 4)   

𝑥𝑥𝑃𝑃 = 0 + 2 ∙ 0
1 + 2 = 0; 𝑦𝑦𝑃𝑃 = 0 + 2 ∙ 4

1 + 2 = 8
3 ; 𝑧𝑧𝑃𝑃 = 4 + 2 ∙ 4

1 + 2 =;  𝑃𝑃 (0; 8
3 ; 4). 

Докажем, что 𝑃𝑃 принадлежит плоскости 𝛼𝛼. Для этого подставим ее 

координаты в уравнение плоскости: 

−0 + 3 ∙ 8
3 + 4 ∙ 4 − 24 = 0;  0 = 0. 

Следовательно, 𝑃𝑃 ∈ 𝛼𝛼  

 

II способ. 

Найдем точку пересечения 𝛼𝛼 и 𝐴𝐴1𝐵𝐵1. Так как 𝑃𝑃(0; 𝑦𝑦0; 4), т.е. известны две из 

трех координат, то достаточно подставить ее координаты в уравнение 

плоскости и найти недостающую: 

−0 + 3𝑦𝑦0 + 4 ∙ 4 − 24 = 0; 𝑦𝑦0 = 8
3 ;  𝑃𝑃 (0; 8

3 ; 4). 

Докажем, что 𝐴𝐴1𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝐵𝐵1 = 2: 1. Используем проектирование на ось 𝑂𝑂𝑂𝑂: 
𝐴𝐴1𝑃𝑃
𝑃𝑃𝐵𝐵1

= 𝑙𝑙1
𝑙𝑙2

= 8/3
4/3 = 2

1. 

 
Рис. 4.3. Проектирование на ось 𝑂𝑂𝑂𝑂 

Пункт Б  

Найдем угол наклона плоскости 𝛼𝛼 к плоскости грани 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐶𝐶 по формуле: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅| ; 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(−1; 3; 4) – вектор нормали плоскости 𝛼𝛼; 𝑛𝑛2̅̅ ̅(0; 1; 0) – вектор нормали 

плоскости 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐶𝐶, т.к. 𝑂𝑂𝑂𝑂 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐶𝐶  

cos(𝜑𝜑) =
|−1 ∙ 0 + 3 ∙ 1 + 4 ∙ 0|

√1 + 9 + 16 ∙ √0 + 1 + 0
= 3

√26
;  𝜑𝜑 = arccos ( 3

√26
). 

Ответ: 𝜑𝜑 = arccos ( 3
√26). 

 

Пример. 

В правильной четырехугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 с основанием 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 точка 

𝑀𝑀 – середина ребра 𝑆𝑆𝑆𝑆, точка 𝐾𝐾 – середина ребра 𝑆𝑆𝑆𝑆  

А  Докажите, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑀𝑀𝑀𝑀 перпендикулярны. 

Б  Найдите угол между плоскостями 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 и 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 6. 
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Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.4. Введение системы координат 

 

Докажем, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑀𝑀𝑀𝑀 перпендикулярны. 

𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥ 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⇔  𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

В пункте А не дана длина стороны основания и бокового ребра, поэтому 

введем обозначения: 𝑎𝑎 – ребро основания; ℎ – высота пирамиды. 

𝑆𝑆 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; ℎ) ; 𝐵𝐵(0; 𝑎𝑎; 0); 𝑀𝑀 (𝑎𝑎
4 ; 𝑎𝑎

4 ; ℎ
2) ; 𝐾𝐾 (3𝑎𝑎

4 ; 3𝑎𝑎
4 ; ℎ

2) 

𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ (− 𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; −ℎ) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; 0) 

На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам, чтобы дальнейшие 

расчеты были проще: 

𝑘̅𝑘(𝑎𝑎; −𝑎𝑎; 2ℎ); 𝑙𝑙(̅1; 1; 0); 𝑘̅𝑘 ∙ 𝑙𝑙 ̅ = 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 + 0 = 0. 
Таким образом, 𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥ 𝑀𝑀𝑀𝑀. 
Пункт Б  

Найдем угол между плоскостями 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 и 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 6, т.е. 

𝑎𝑎 = 8;  ℎ = √62 − 82

2 = 2  

Используем формулу: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 
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Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.4. Введение системы координат 

 

Докажем, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑀𝑀𝑀𝑀 перпендикулярны. 

𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥ 𝑀𝑀𝑀𝑀 ⇔  𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ ∙ 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

В пункте А не дана длина стороны основания и бокового ребра, поэтому 

введем обозначения: 𝑎𝑎 – ребро основания; ℎ – высота пирамиды. 

𝑆𝑆 (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; ℎ) ; 𝐵𝐵(0; 𝑎𝑎; 0); 𝑀𝑀 (𝑎𝑎
4 ; 𝑎𝑎

4 ; ℎ
2) ; 𝐾𝐾 (3𝑎𝑎

4 ; 3𝑎𝑎
4 ; ℎ

2) 

𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ (− 𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; −ℎ) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (𝑎𝑎
2 ; 𝑎𝑎

2 ; 0) 

На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам, чтобы дальнейшие 

расчеты были проще: 

𝑘̅𝑘(𝑎𝑎; −𝑎𝑎; 2ℎ); 𝑙𝑙(̅1; 1; 0); 𝑘̅𝑘 ∙ 𝑙𝑙 ̅ = 𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 + 0 = 0. 
Таким образом, 𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥ 𝑀𝑀𝑀𝑀. 
Пункт Б  

Найдем угол между плоскостями 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 и 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8, 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 6, т.е. 

𝑎𝑎 = 8;  ℎ = √62 − 82

2 = 2  

Используем формулу: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ – вектор нормали плоскости 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵; 𝑛𝑛2̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, т.к. 𝑂𝑂𝑧𝑧 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  

Найдем вектор нормали плоскости 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵  

𝐵𝐵(0; 8; 0); 𝑀𝑀(2; 2; 1); 𝐾𝐾(6; 6; 1); 𝑐𝑐̅(2; −6; 1); 𝑑̅𝑑(6; −2; 1). 

 
Рис. 4.5. Плоскость 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 

 

Составим определитель: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
2 −6 1
6 −2 1

| = {−4; 4; 32}.  

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑛𝑛11̅̅ ̅̅ = {−1; 1; 8}. 
Найдем угол между плоскостями 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 и 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴: 

cos(𝜑𝜑) =
|−1 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 8 ∙ 1|

√1 + 1 + 64
= 8

√66
;  𝜑𝜑 = arccos ( 8

√66
). 

Ответ: 𝜑𝜑 = arccos ( 8
√66). 

 

Пример. 

Основанием прямой призмы 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1 является равнобедренный треугольник 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, где 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5;  𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8. Высота призмы равна 3. 

А. Докажите, что треугольник 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵 остроугольный. 

Б. Найдите угол между прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵 и плоскостью 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1  
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Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат. 

 
Рис. 4.6. Введение системы координат 

 
Рассмотрим ∆𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵: 𝐴𝐴1(0; 3; 3);  𝐵𝐵(−4; 0; 0); 𝐶𝐶(4; 0; 0).  
Найдем длины его сторон: 

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8; 𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(4; 3; 3); |𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅| = √34; 𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(−4; 3; 3); |𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅| = √34.  
Т.е. треугольник равнобедренный, тупой угол может быть только при 

вершине. Составим скалярное произведение векторов 

𝐴𝐴1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅(−4; −3; −3) и 𝐴𝐴1𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅(4; −3; −3):  
𝐴𝐴1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐴𝐴1𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = −16 + 9 + 9 = 2 > 0 

Следовательно, ∆𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵 остроугольный. 

Пункт Б  

Найдем угол между прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵 и плоскостью 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1 по формуле: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) =
|𝑎̅𝑎 ∙ 𝑛̅𝑛|

|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑛̅𝑛|. 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(4; 3; 3) – направляющий вектор прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵; 𝑛̅𝑛(0; 1; 0) – вектор 

нормали плоскости 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1, т.к. 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) =
|4 ∙ 0 + 3 ∙ 1 + 3 ∙ 0|

√16 + 9 + 9 ∙ 1
= 3

√34
;  𝜑𝜑 = arcsin ( 3

√34
). 

Ответ: 𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√34). 
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Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат. 

 
Рис. 4.6. Введение системы координат 

 
Рассмотрим ∆𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵: 𝐴𝐴1(0; 3; 3);  𝐵𝐵(−4; 0; 0); 𝐶𝐶(4; 0; 0).  
Найдем длины его сторон: 

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8; 𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(4; 3; 3); |𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅| = √34; 𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(−4; 3; 3); |𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅| = √34.  
Т.е. треугольник равнобедренный, тупой угол может быть только при 

вершине. Составим скалярное произведение векторов 

𝐴𝐴1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅(−4; −3; −3) и 𝐴𝐴1𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅(4; −3; −3):  
𝐴𝐴1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐴𝐴1𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅ = −16 + 9 + 9 = 2 > 0 

Следовательно, ∆𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵 остроугольный. 

Пункт Б  

Найдем угол между прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵 и плоскостью 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1 по формуле: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) =
|𝑎̅𝑎 ∙ 𝑛̅𝑛|

|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑛̅𝑛|. 

𝑎̅𝑎 = 𝐵𝐵𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(4; 3; 3) – направляющий вектор прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵; 𝑛̅𝑛(0; 1; 0) – вектор 

нормали плоскости 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1, т.к. 𝐵𝐵𝐶𝐶𝐶𝐶1 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) =
|4 ∙ 0 + 3 ∙ 1 + 3 ∙ 0|

√16 + 9 + 9 ∙ 1
= 3

√34
;  𝜑𝜑 = arcsin ( 3

√34
). 

Ответ: 𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√34). 

Пример. 

В правильной шестиугольной призме 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1𝐸𝐸1𝐹𝐹1 все ребра 

равны 1. 

А. Докажите, что плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1 и 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1 перпендикулярны. 

Б  Найдите тангенс угла между плоскостями 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  

 

Решение. 

Пункт А. 

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.7. Введение системы координат 

 

Докажите, что плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1 и 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1 перпендикулярны: 

𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1 ⊥ 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  ⇔  𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙  𝑛𝑛2̅̅ ̅ = 0. 
Найдем вектор нормали 𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐴𝐴1(0; 0; 1); 𝐷𝐷1(1; √3; 1); 𝐴𝐴𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(0; 0; 1); 𝐴𝐴𝐷𝐷1̅̅ ̅̅ ̅(1; √3; 1). 
Составим определитель: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 0 1
1 √3 1

| = {−√3; 1; 0}.  

Найдем вектор нормали 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐷𝐷(1; √3; 0); 𝐵𝐵1 (− 1
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐹𝐹1(1; 0; 1); 𝐷𝐷𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ (− 3
2 ; − √3

2 ; 1) ; 𝐷𝐷𝐹𝐹1̅̅ ̅̅ ̅(0; −√3; 1). 
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Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑎̅𝑎(3; √3; −2). 
Составим определитель: 

𝑛𝑛2̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
3 √3 −2
0 −√3 1

| = {−√3; −3; −3√3}.  

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑛𝑛21̅̅̅̅̅(1; √3; 3). 
Найдем скалярное произведение: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛21̅̅̅̅̅ = −√3 ∙ 1 + 1 ∙ √3 + 0 ∙ 3 = 0. 
Следовательно, 𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1 ⊥ 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  

Пункт Б. 

Найдите косинус угла между плоскостями 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, так как 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂; 

𝑛𝑛2̅̅ ̅(1; √3; 3) – вектор нормали плоскости 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  

cos(𝜑𝜑) = |0 ∙ 1 + 0 ∙ √3 + 1 ∙ 3|
1 ∙ √1 + 3 + 9

= 3
√13

. 

Перейдем к тангенсу: 

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2(𝜑𝜑) = 1
cos2(𝜑𝜑) ;  1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2(𝜑𝜑) = 13

9 ; 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = 2
3. 

Ответ: 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = 2
3. 

 

2.  РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ, ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ 

 
Пример. 

В правильной шестиугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 сторона основания равна 1, 
а боковые ребра равны 2. 
А. Докажите, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 перпендикулярны. 
Б. Найдите расстояние от точки 𝐶𝐶 до прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆  
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Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑎̅𝑎(3; √3; −2). 
Составим определитель: 

𝑛𝑛2̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
3 √3 −2
0 −√3 1

| = {−√3; −3; −3√3}.  

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑛𝑛21̅̅̅̅̅(1; √3; 3). 
Найдем скалярное произведение: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛21̅̅̅̅̅ = −√3 ∙ 1 + 1 ∙ √3 + 0 ∙ 3 = 0. 
Следовательно, 𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐷𝐷1 ⊥ 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  

Пункт Б. 

Найдите косинус угла между плоскостями 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, так как 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂; 

𝑛𝑛2̅̅ ̅(1; √3; 3) – вектор нормали плоскости 𝐷𝐷𝐵𝐵1𝐹𝐹1  

cos(𝜑𝜑) = |0 ∙ 1 + 0 ∙ √3 + 1 ∙ 3|
1 ∙ √1 + 3 + 9

= 3
√13

. 

Перейдем к тангенсу: 

1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2(𝜑𝜑) = 1
cos2(𝜑𝜑) ;  1 + 𝑡𝑡𝑡𝑡2(𝜑𝜑) = 13

9 ; 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = 2
3. 

Ответ: 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = 2
3. 

 

2.  РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ, ОТ ТОЧКИ ДО ПЛОСКОСТИ 

 
Пример. 

В правильной шестиугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 сторона основания равна 1, 
а боковые ребра равны 2. 
А. Докажите, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 перпендикулярны. 
Б. Найдите расстояние от точки 𝐶𝐶 до прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆  

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат. 

 
Рис. 4.8. Введение системы координат 

 
Докажем, что прямые 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 перпендикулярны. 

𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥  𝐴𝐴𝐴𝐴 ⇔  𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 0. 
Найдем координаты векторов: 

𝑆𝑆 (1
2 ; √3

2 ; √3) ; 𝐸𝐸 (3
2 ; √3

2 ; 0) ; 𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(0; √3; 0); 

𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ (1; 0; −√3); 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (0; √3; 0); 

𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ = 1 ∙ 0 + 0 ∙ √3 − √3 ∙ 0 = 0. 
Следовательно,	𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊥  𝐴𝐴𝐴𝐴. 
Пункт Б  

Найдем расстояние от точки 𝐶𝐶 до прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆  

 
Рис. 4.9. Расстояние от точки 𝐶𝐶 до прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 
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Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (0; √3; 0); 𝑏̅𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (1
2 ; √3

2 ; √3) ; 𝑏𝑏1̅(1; √3; 2√3). 

Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑏̅𝑏|

= 3
√3 ∙ √1 + 3 + 12

= √3
4 . 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1 − 3
16 = √13

4  

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑎̅𝑎| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √3 ∙ √13
4 = √39

4 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √39
4 . 

 
Пример. 

В правильной треугольной призме 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1 высота равна 1, а ребро 

основания равно 2. 

А. Докажите, что объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 вдвое больше объема пирамиды 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1  

Б. Найдите расстояние от точки 𝐴𝐴1 до прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵1  

 
Решение. 
Пункт А  
Введем систему координат: 

 
Рис. 4.10. Введение системы координат 
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Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (0; √3; 0); 𝑏̅𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (1
2 ; √3

2 ; √3) ; 𝑏𝑏1̅(1; √3; 2√3). 

Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑏̅𝑏| = 3

√3 ∙ √1 + 3 + 12
= √3

4 . 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1 − 3
16 = √13

4  

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑎̅𝑎| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √3 ∙ √13
4 = √39

4 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √39
4 . 

 
Пример. 

В правильной треугольной призме 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1 высота равна 1, а ребро 

основания равно 2. 

А. Докажите, что объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 вдвое больше объема пирамиды 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1  

Б. Найдите расстояние от точки 𝐴𝐴1 до прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵1  

 
Решение. 
Пункт А  
Введем систему координат: 

 
Рис. 4.10. Введение системы координат 

Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1  

I способ.  

𝑉𝑉 = 1
3 𝑆𝑆осн𝐻𝐻; 𝑆𝑆осн = 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

2 𝑎𝑎ℎ = 1
2 ∙ 2 ∙ √3 = √3; 𝐻𝐻 = 𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 1 

𝑉𝑉 = 1
3 ∙ √3 ∙ 1 = √3

3 . 

II способ. 

Сформируем три вектора с общим началом: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (1; √3; 0); 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (2; 0; 0); 𝐶𝐶𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; 1);  
Составим определитель: 

|
2 0 0
1 √3 0
2 0 1

| = 2√3. 

Вычислим объем треугольной пирамиды 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1, уменьшив значение 

определителя в 6 раз: 

𝑉𝑉 = 1
6 ∙ 2√3 = √3

3 . 

Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1  

I способ. 

Разобьем четырехугольную пирамиду на две треугольные и сформируем 

векторы, выходящие из одной точки: 

𝐴𝐴1(0; 0; 1); 𝐵𝐵(1; √3; 0); 𝐶𝐶(2; 0; 0); 𝐵𝐵1(1; √3; 1); 𝐶𝐶1(2; 0; 1);  

𝐴𝐴1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅(1; √3; −1); 𝐴𝐴1𝐶𝐶̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; −1); 𝐴𝐴1𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅(1; √3; 0); 𝐴𝐴1𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ (2; 0; 0).  

 
Рис. 4.11. Введение векторов в пирамиде 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 
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Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵1: 

𝑉𝑉1 = 1
6 ∙ ||

2 0 −1
1 √3 −1
1 √3 0

|| = 1
6 ∙ |2√3| = √3

3 . 

Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐶𝐶𝐵𝐵1𝐶𝐶1: 

𝑉𝑉2 = 1
6 ∙ ||

2 0 0
1 √3 0
2 0 −1

|| = 1
6 ∙ |−2√3| = √3

3 . 

Объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: 

𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 + 𝑉𝑉2 = 2√3
3 . 

II способ. 

Составим уравнение плоскости 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1  

𝐵𝐵(1; √3; 0); 𝐶𝐶(2; 0; 0); 𝐶𝐶1(2; 0; 1); 

𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (−1; √3; 0); 𝐶𝐶𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(0; 0; 1) 

𝑛̅𝑛 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−1 √3 0
0 0 1

| = {√3; 1; 0} 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: √3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 
Используем координаты точки 𝐶𝐶(2; 0; 0): 

2√3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −2√3. 
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: √3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2√3 = 0. 

Найдем расстояние от 𝐴𝐴1 до 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 – высоту пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: 

𝑑𝑑 = 𝐻𝐻 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = √3; 𝐵𝐵 = 1;  𝐶𝐶 = 0; 𝐷𝐷 = −2√3; 𝑥𝑥0 = 𝑦𝑦0 = 0; 𝑧𝑧0 = 1. 

𝐻𝐻 = |√3 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 1 − 2√3|

√√32 + 12 + 02
= √3 
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Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵1: 

𝑉𝑉1 = 1
6 ∙ ||

2 0 −1
1 √3 −1
1 √3 0

|| = 1
6 ∙ |2√3| = √3

3 . 

Найдем объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐶𝐶𝐵𝐵1𝐶𝐶1: 

𝑉𝑉2 = 1
6 ∙ ||

2 0 0
1 √3 0
2 0 −1

|| = 1
6 ∙ |−2√3| = √3

3 . 

Объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: 

𝑉𝑉 = 𝑉𝑉1 + 𝑉𝑉2 = 2√3
3 . 

II способ. 

Составим уравнение плоскости 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1  

𝐵𝐵(1; √3; 0); 𝐶𝐶(2; 0; 0); 𝐶𝐶1(2; 0; 1); 

𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (−1; √3; 0); 𝐶𝐶𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(0; 0; 1) 

𝑛̅𝑛 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−1 √3 0
0 0 1

| = {√3; 1; 0} 

𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: √3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 
Используем координаты точки 𝐶𝐶(2; 0; 0): 

2√3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −2√3. 
𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: √3𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2√3 = 0. 

Найдем расстояние от 𝐴𝐴1 до 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 – высоту пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: 

𝑑𝑑 = 𝐻𝐻 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = √3; 𝐵𝐵 = 1;  𝐶𝐶 = 0; 𝐷𝐷 = −2√3; 𝑥𝑥0 = 𝑦𝑦0 = 0; 𝑧𝑧0 = 1. 

𝐻𝐻 = |√3 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 1 − 2√3|

√√32 + 12 + 02
= √3 

 

 

Объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1: 

𝑉𝑉 = 1
3 𝑆𝑆осн𝐻𝐻; 𝑆𝑆осн = 𝑆𝑆𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 = 2;  𝑉𝑉 = 1

3 ∙ 2 ∙ √3 = 2√3
3 .  

Таким образом, объем пирамиды 𝐴𝐴1𝐵𝐵𝐵𝐵𝐶𝐶1𝐵𝐵1 вдвое больше объема пирамиды 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1  

Пункт Б  

Найдем расстояние от точки 𝐴𝐴1 до прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵1  

 
Рис. 4.12. Расстояние от точки 𝐴𝐴1 до прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵1 

 
Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐶𝐶1𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅̅ (−2; 0; 0); 𝑏̅𝑏 = 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅(−1; √3; −1). 
Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏|

= 2
√4 ∙ √1 + 3 + 1

= 1
√5

. 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1 − 1
5 = 2

√5
 

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑎̅𝑎| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 2 ∙ 2
√5

= 4
√5

= 4√5
5 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 4√5
5 . 
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Пример. 

В правильной шестиугольной призме 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1𝐸𝐸1𝐹𝐹1 все ребра 

равны 1. 

А. Докажите, что плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 перпендикулярны. 

Б. Найдите расстояние от точки 𝐵𝐵 до плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат. 

 
Рис. 4.13. Введение системы координат 

 

Докажем, что плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 перпендикулярны: 

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 ⇔  𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙  𝑛𝑛2̅̅ ̅ = 0. 
Найдем вектор нормали 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐹𝐹(1; 0; 0); 𝐵𝐵1 (− 1
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐶𝐶1(0; √3; 1); 𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ (− 3
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐹𝐹𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−1; √3; 1). 

Составим определитель, вектор 𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ заменим на коллинеарный: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

−1 √3 1
−3 √3 2

| = {√3; −1; 2√3}.  

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1: √3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐹𝐹(1; 0; 0): √3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −√3. 
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Пример. 

В правильной шестиугольной призме 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐹𝐹𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1𝐸𝐸1𝐹𝐹1 все ребра 

равны 1. 

А. Докажите, что плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 перпендикулярны. 

Б. Найдите расстояние от точки 𝐵𝐵 до плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат. 

 
Рис. 4.13. Введение системы координат 

 

Докажем, что плоскости 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 перпендикулярны: 

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹 ⇔  𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙  𝑛𝑛2̅̅ ̅ = 0. 
Найдем вектор нормали 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐹𝐹(1; 0; 0); 𝐵𝐵1 (− 1
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐶𝐶1(0; √3; 1); 𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ (− 3
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐹𝐹𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−1; √3; 1). 

Составим определитель, вектор 𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ заменим на коллинеарный: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

−1 √3 1
−3 √3 2

| = {√3; −1; 2√3}.  

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1: √3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐹𝐹(1; 0; 0): √3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −√3. 

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1: √3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 − √3 = 0. 
Найдем вектор нормали 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐹𝐹(1; 0; 0); 𝐵𝐵1 (− 1
2 ; √3

2 ; 1) ;  𝐵𝐵 (− 1
2 ; √3

2 ; 0) ; 

𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ (− 3
2 ; √3

2 ; 1) ; 𝐹𝐹𝐹𝐹̅̅ ̅̅ (− 3
2 ; √3

2 ; 0). 

Составим определитель, вектор 𝐹𝐹𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ и 𝐹𝐹𝐹𝐹̅̅ ̅̅  заменим на коллинеарные: 

𝑛𝑛2̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

−3 √3 2
−√3 1 0

| = {−2; −2√3; 0}.  

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑛𝑛21̅̅̅̅̅(1; √3; 0). 
Найдем скалярное произведение: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛21̅̅̅̅̅ = √3 ∙ 1 − 1 ∙ √3 + 0 ∙ 2√3 = 0. 
Следовательно, 𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵1𝐹𝐹  

 

Пункт Б  

Найдем расстояние от 𝐵𝐵 (− 1
2 ; √3

2 ; 0) до плоскости  

𝐹𝐹𝐵𝐵1𝐶𝐶1: √3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 − √3 = 0. 
Используем формулу: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = √3; 𝐵𝐵 = −1;  𝐶𝐶 = 2√3; 𝐷𝐷 = −√3; 𝑥𝑥0 = − 1
2 ; 𝑦𝑦0 = √3

2 ; 𝑧𝑧0 = 0. 

𝑑𝑑 =
|√3 ∙ (− 1

2) − 1 ∙ √3
2 + 2√3 ∙ 0 − √3|

√√32 + 12 + (2√3)2
= 2√3

4 = √3
2 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √3
2 . 

 



60

Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 с основанием 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 боковое ребро 

равно 5, а сторона основания равна 6.  

А.  Докажите, что 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Б. Найдите расстояние от вершины 𝐴𝐴 до плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

 

Решение: 

Пункт А. 

Найдем высоту пирамиды и введем систему координат: 

ℎ = √52 − 62

3 = √13. 

 
Рис. 4.14. Введение системы координат 

  Докажем, что 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵 ⇔  𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 0  
Найдем координаты векторов: 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝑆𝑆(3; √3; √13); 𝐵𝐵(3; 3√3; 0); 𝐶𝐶(6; 0; 0);  

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (3; √3; √13); 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (3; −3√3; 0); 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 3 ∙ 3 − √3 ∙ 3√3 + 0 = 0. 
Таким образом, 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Пункт Б  

Составим уравнение плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆. 
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Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 с основанием 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 боковое ребро 

равно 5, а сторона основания равна 6.  

А.  Докажите, что 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Б. Найдите расстояние от вершины 𝐴𝐴 до плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

 

Решение: 

Пункт А. 

Найдем высоту пирамиды и введем систему координат: 

ℎ = √52 − 62

3 = √13. 

 
Рис. 4.14. Введение системы координат 

  Докажем, что 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵 ⇔  𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 0  
Найдем координаты векторов: 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝑆𝑆(3; √3; √13); 𝐵𝐵(3; 3√3; 0); 𝐶𝐶(6; 0; 0);  

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (3; √3; √13); 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (3; −3√3; 0); 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ = 3 ∙ 3 − √3 ∙ 3√3 + 0 = 0. 
Таким образом, 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Пункт Б  

Составим уравнение плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆. 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑆𝑆(3; √3; √13); 𝐵𝐵(3; 3√3; 0); 𝐶𝐶(6; 0; 0);  

𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅̅̅ (−3; √3; √13); 𝐶𝐶𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (−3; 3√3; 0); 
Составим определитель, вектор 𝐶𝐶𝐵𝐵̅̅ ̅̅  заменим на коллинеарный: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

−1 √3 0
−3 √3 √13

| = {√39; √13; 2√3}.  

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: √39𝑥𝑥 − √13𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐶𝐶(6; 0; 0): 6√39 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −6√39. 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: √39𝑥𝑥 − √13𝑦𝑦 + 2√3𝑧𝑧 − 6√39 = 0. 
Найдем расстояние от вершины 𝐴𝐴(0; 0; 0) до плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = √39; 𝐵𝐵 = −√13;  𝐶𝐶 = 2√3; 𝐷𝐷 = −6√39; 𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 0; 𝑧𝑧0 = 0. 

𝑑𝑑 = |√39 ∙ 0 − √13 ∙ 0 + 2√3 ∙ 0 − 6√39|

√√392 + √132 + (2√3)2
= 6√39

8 = 3√39
4 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 3√39
4 . 

 

3  СКРЕЩИВАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫЕ 

 

Пример. 

Основанием прямой призмы 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1 является прямоугольный 

треугольник 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 с прямым углом 𝐶𝐶. Грань 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1𝐴𝐴1 является квадратом. 

А. Докажите, что прямые 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1 перпендикулярны. 

Б. Найдите расстояние между прямыми 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 7  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат: 
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Рис. 4.15. Введение системы координат 

 

Докажем, что прямые 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1 перпендикулярны  

𝐶𝐶𝐴𝐴1 ⊥ 𝐴𝐴𝐵𝐵1  ⇔  𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

В пункте А не даны длины ребер, поэтому введены обозначения: 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑎𝑎; 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑏𝑏; 𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 𝑏𝑏. 
𝐶𝐶(0; 0; 0); 𝐴𝐴1(0; 𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝐴𝐴(0; 𝑏𝑏; 0); 𝐵𝐵1(𝑎𝑎; 0; 𝑏𝑏) 

𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(0; 𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅(𝑎𝑎; −𝑏𝑏; 𝑏𝑏) 

На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору, чтобы дальнейшие 

расчеты были проще: 

𝑘̅𝑘(0; 1; 1); 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅(𝑎𝑎; −𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝑘̅𝑘 ∙ 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ = 0 − 𝑏𝑏 + 𝑏𝑏 = 0. 
Таким образом, 𝐶𝐶𝐴𝐴1 ⊥ 𝐴𝐴𝐵𝐵1. 
Пункт Б  

Найдем расстояние между прямыми 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 7, т.е. 𝑏𝑏 =
4, 𝑎𝑎 = 7.  
Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝐶𝐶𝐴𝐴1, а прямая 𝐴𝐴𝐵𝐵1 параллельна этой плоскости  
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Рис. 4.15. Введение системы координат 

 

Докажем, что прямые 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1 перпендикулярны  

𝐶𝐶𝐴𝐴1 ⊥ 𝐴𝐴𝐵𝐵1  ⇔  𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

В пункте А не даны длины ребер, поэтому введены обозначения: 

𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑎𝑎; 𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑏𝑏; 𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 𝑏𝑏. 
𝐶𝐶(0; 0; 0); 𝐴𝐴1(0; 𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝐴𝐴(0; 𝑏𝑏; 0); 𝐵𝐵1(𝑎𝑎; 0; 𝑏𝑏) 

𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅(0; 𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅(𝑎𝑎; −𝑏𝑏; 𝑏𝑏) 

На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору, чтобы дальнейшие 

расчеты были проще: 

𝑘̅𝑘(0; 1; 1); 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅(𝑎𝑎; −𝑏𝑏; 𝑏𝑏); 𝑘̅𝑘 ∙ 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅ = 0 − 𝑏𝑏 + 𝑏𝑏 = 0. 
Таким образом, 𝐶𝐶𝐴𝐴1 ⊥ 𝐴𝐴𝐵𝐵1. 
Пункт Б  

Найдем расстояние между прямыми 𝐶𝐶𝐴𝐴1 и 𝐴𝐴𝐵𝐵1, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 7, т.е. 𝑏𝑏 =
4, 𝑎𝑎 = 7.  
Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝐶𝐶𝐴𝐴1, а прямая 𝐴𝐴𝐵𝐵1 параллельна этой плоскости  

 
Рис. 4.16. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝐶𝐶𝐴𝐴1̅̅ ̅̅ ̅ и 𝐴𝐴𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅: 

𝐶𝐶(0; 0; 0); 𝐴𝐴1(0; 4; 4); 𝐴𝐴(0; 4; 0); 𝐵𝐵1(7; 0; 4) 

𝑚̅𝑚(0; 4; 4); 𝑛̅𝑛(7; −4; 4). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору 𝑚𝑚1̅̅ ̅̅ , чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑚𝑚1̅̅ ̅̅ (0; 1; 1). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 1 1
7 −4 4

| = {8; 7; −7}.  

𝛼𝛼: 8𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐶𝐶(0; 0; 0): 𝐷𝐷 = 0. 

𝛼𝛼: 8𝑥𝑥 + 7𝑦𝑦 − 7𝑧𝑧 = 0. 
Найдем расстояние от вершины 𝐴𝐴(0; 4; 0) до плоскости 𝛼𝛼: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = 8; 𝐵𝐵 = 7;  𝐶𝐶 = −7; 𝐷𝐷 = 0; 𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 4; 𝑧𝑧0 = 0. 

𝑑𝑑 =
|8 ∙ 0 + 7 ∙ 4 − 7 ∙ 0|
√82 + 72 + (−7)2

= 28
√162

= 28
9√2

= 14√2
9 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 14√2
9 . 
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Пример. 

В правильной четырехугольной пирамиде 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 сторона основания 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

равна 12, боковое ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 ― 12√2  Через вершину 𝐴𝐴 проведена плоскость 𝛼𝛼,	
перпендикулярная прямой 𝑃𝑃𝑃𝑃 и пересекающая ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 в точке 𝐾𝐾  

А. Докажите, что плоскость 𝛼𝛼 делит высоту 𝑃𝑃𝑃𝑃 пирамиды 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 в 

отношении 2 : 1, считая от вершины 𝑃𝑃  

Б.  Найдите расстояние между прямыми 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат и найдем высоту пирамид: 

ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2
2 = √122 ∙ 2 − 122

2 = 12√32 = 6√6; 

ℎ – высота пирамиды, 𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания  

 
Рис. 4.17. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0,	 которая 

перпендикулярна прямой 𝑃𝑃𝑃𝑃 и пересекает ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 в точке 𝐾𝐾  
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Пример. 

В правильной четырехугольной пирамиде 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 сторона основания 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 

равна 12, боковое ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 ― 12√2  Через вершину 𝐴𝐴 проведена плоскость 𝛼𝛼,	
перпендикулярная прямой 𝑃𝑃𝑃𝑃 и пересекающая ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 в точке 𝐾𝐾  

А. Докажите, что плоскость 𝛼𝛼 делит высоту 𝑃𝑃𝑃𝑃 пирамиды 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 в 

отношении 2 : 1, считая от вершины 𝑃𝑃  

Б.  Найдите расстояние между прямыми 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵  

 

Решение. 

Пункт А  

Введем систему координат и найдем высоту пирамид: 

ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2
2 = √122 ∙ 2 − 122

2 = 12√32 = 6√6; 

ℎ – высота пирамиды, 𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания  

 
Рис. 4.17. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0,	 которая 

перпендикулярна прямой 𝑃𝑃𝑃𝑃 и пересекает ребро 𝑃𝑃𝑃𝑃 в точке 𝐾𝐾  

 
Рис. 4.18. Плоскость 𝛼𝛼 

 
Найдем координаты вектора 𝐶𝐶𝑃𝑃̅̅̅̅ = 𝑎̅𝑎, который является вектором нормали: 

𝐶𝐶(12; 12; 0); 𝑃𝑃(6; 6; 6√6); 𝑎̅𝑎(−6; −6; 6√6). 

Перейдем к коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅(1; 1; −√6): 

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − √6𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0; 
 𝐴𝐴(0; 0; 0): 𝐷𝐷 = 0; 

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − √6𝑧𝑧 = 0. 
Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и высоты пирамиды 𝑃𝑃𝑃𝑃: 𝐿𝐿(6; 6; 𝑧𝑧0). 
Для этого подставим координаты точки в уравнение плоскости: 

6 + 6 − √6 ∙ 𝑧𝑧0 = 0; 𝑧𝑧0 = 2√6;  𝐿𝐿(6; 6; 2√6). 
Получаем: 

𝑃𝑃𝑃𝑃
𝐿𝐿𝐿𝐿 = 6√6 − 2√6

2√6
= 2

1. 

Пункт Б. 

Найдем расстояние между прямыми 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵. Для этого вычислим 

координаты точки 𝐾𝐾   

Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝑃𝑃𝑃𝑃 с 

направляющим вектором 𝑎𝑎1̅̅ ̅(1; 1; −√6): 

𝑥𝑥 − 12
1 = 𝑦𝑦 − 12

1 = 𝑧𝑧
−√6

; {
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 12;
𝑦𝑦 = 𝑡𝑡 + 12;
𝑧𝑧 = −√6𝑡𝑡.
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Подставим найденные выражения в уравнение плоскости 𝛼𝛼 и найдем значение 

параметра 𝑡𝑡: 

𝑡𝑡 + 12 + 𝑡𝑡 + 12 − √6 ∙ (−√6𝑡𝑡) = 0;  𝑡𝑡 = −3. 
Координаты точки 𝐾𝐾: 

{
𝑥𝑥 = −3 + 12;
𝑦𝑦 = −3 + 12;

𝑧𝑧 = 3√6;
 𝐾𝐾(9; 9; 3√6). 

Составим уравнение плоскости 𝛽𝛽: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝑃𝑃𝑃𝑃, а прямая 𝐵𝐵𝐵𝐵 параллельна этой плоскости. 

 
Рис. 4.19. Плоскость 𝛽𝛽 

 
Найдем координаты векторов 𝐻𝐻𝐻𝐻̅̅ ̅̅  и 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ : 

𝑃𝑃(6; 6; 6√6); 𝐻𝐻(6; 6; 0); 𝐵𝐵(0; 12; 0); 𝐾𝐾(9; 9; 3√6) 

𝑎̅𝑎(0; 0; 6√6); 𝑏̅𝑏(9; −3; 3√6). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 0; 1); 𝑏𝑏1̅(3; −1; √6). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛽𝛽: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 0 1
3 −1 √6

| = {1; 3; 0}.  

𝛽𝛽: 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐻𝐻(6; 6; 0): 6 + 18 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −24. 

𝛽𝛽: 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 − 24 = 0. 
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Подставим найденные выражения в уравнение плоскости 𝛼𝛼 и найдем значение 

параметра 𝑡𝑡: 

𝑡𝑡 + 12 + 𝑡𝑡 + 12 − √6 ∙ (−√6𝑡𝑡) = 0;  𝑡𝑡 = −3. 
Координаты точки 𝐾𝐾: 

{
𝑥𝑥 = −3 + 12;
𝑦𝑦 = −3 + 12;

𝑧𝑧 = 3√6;
 𝐾𝐾(9; 9; 3√6). 

Составим уравнение плоскости 𝛽𝛽: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝑃𝑃𝑃𝑃, а прямая 𝐵𝐵𝐵𝐵 параллельна этой плоскости. 

 
Рис. 4.19. Плоскость 𝛽𝛽 

 
Найдем координаты векторов 𝐻𝐻𝐻𝐻̅̅ ̅̅  и 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ : 

𝑃𝑃(6; 6; 6√6); 𝐻𝐻(6; 6; 0); 𝐵𝐵(0; 12; 0); 𝐾𝐾(9; 9; 3√6) 

𝑎̅𝑎(0; 0; 6√6); 𝑏̅𝑏(9; −3; 3√6). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(0; 0; 1); 𝑏𝑏1̅(3; −1; √6). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛽𝛽: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 0 1
3 −1 √6

| = {1; 3; 0}.  

𝛽𝛽: 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐻𝐻(6; 6; 0): 6 + 18 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −24. 

𝛽𝛽: 𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 − 24 = 0. 

Найдем расстояние от вершины 𝐵𝐵(0; 12; 0) до плоскости 𝛽𝛽: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = 1; 𝐵𝐵 = 3;  𝐶𝐶 = 0; 𝐷𝐷 = −24; 𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 12; 𝑧𝑧0 = 0. 

𝑑𝑑 =
|1 ∙ 0 + 3 ∙ 12 + 0 ∙ 0 − 24|

√12 + 32 + 02
= 12

√10
= 6√10

5 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 6√10
5 . 

 
Пример. 

Основанием пирамиды 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐷𝐷 является равносторонний треугольник 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴,	
длина стороны которого равна 4. Боковое ребро 𝐶𝐶𝐶𝐶 перпендикулярно 

плоскости основания и имеет длину √2  Пусть 𝑀𝑀  – середина ребра 𝐵𝐵𝐵𝐵, а 𝑁𝑁  – 

середина ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴   

А.  Докажите, что угол между прямыми 𝐷𝐷𝑀𝑀 и 𝐶𝐶𝐶𝐶 равен 45°.  

Б. Найдите расстояние между прямыми 𝐷𝐷𝐷𝐷 и 𝐶𝐶𝐶𝐶  

 

Решение. 

Пункт А. 

Введем систему координат, ℎ = 𝐶𝐶𝐶𝐶 = √2 – высота пирамиды: 

 
Рис. 4.20. Введение системы координат 
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Найдем угол между прямыми 𝐷𝐷𝐷𝐷 и 𝐶𝐶𝐶𝐶: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ |

|𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅| ∙ |𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ | 

Сформируем векторы: 

𝐷𝐷(0; 0; √2);  𝑀𝑀(2; 0; 0);  𝐶𝐶(0; 0; 0);  𝑁𝑁(3; √3; 0); 

𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; −√2); 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; √3; 0). 
Тогда: 

cos(𝜑𝜑) = |2 ∙ 3 + 3 ∙ √3 − √2 ∙ 0|

√22 + 0 + √22 ∙ √32 + √32 + 0
= √2

2 . 

Найденное значение косинуса является табличным и соответствует углу в 450. 
Пункт Б. 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝐶𝐶𝐶𝐶, а прямая 𝐷𝐷𝐷𝐷 параллельна этой плоскости. 

 
Рис. 4.21. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Координаты векторов: 

𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; −√2); 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; √3; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(√2; 0; −1); 𝑏𝑏1̅(√3; 1; 0). 
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Найдем угол между прямыми 𝐷𝐷𝐷𝐷 и 𝐶𝐶𝐶𝐶: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ |

|𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅| ∙ |𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ | 

Сформируем векторы: 

𝐷𝐷(0; 0; √2);  𝑀𝑀(2; 0; 0);  𝐶𝐶(0; 0; 0);  𝑁𝑁(3; √3; 0); 

𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; −√2); 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; √3; 0). 
Тогда: 

cos(𝜑𝜑) = |2 ∙ 3 + 3 ∙ √3 − √2 ∙ 0|

√22 + 0 + √22 ∙ √32 + √32 + 0
= √2

2 . 

Найденное значение косинуса является табличным и соответствует углу в 450. 
Пункт Б. 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0, в которой находится 

прямая 𝐶𝐶𝐶𝐶, а прямая 𝐷𝐷𝐷𝐷 параллельна этой плоскости. 

 
Рис. 4.21. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Координаты векторов: 

𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ ̅(2; 0; −√2); 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (3; √3; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(√2; 0; −1); 𝑏𝑏1̅(√3; 1; 0). 
 

Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

√2 0 −1
√3 1 0

| = {1; −√3; √2}.  

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 − √3𝑦𝑦 + √2𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐶𝐶(0; 0; 0): 𝐷𝐷 = 0. 

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 − √3𝑦𝑦 + √2𝑧𝑧 = 0. 
Найдем расстояние от вершины 𝐷𝐷(0; 0; √2) до плоскости 𝛼𝛼: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = 1; 𝐵𝐵 = −√3;  𝐶𝐶 = √2; 𝐷𝐷 = 0; 𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 0; 𝑧𝑧0 = √2. 

𝑑𝑑 = |1 ∙ 0 − √3 ∙ 0 + √2 ∙ √2 + 0|

√12 + √32 + √22
= 2

√6
= √6

3 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √6
3 . 

 

Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 сторона основания 𝐴𝐴𝐴𝐴 равна 9, а 

боковое ребро 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 6.  На ребрах 𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝑆𝑆𝑆𝑆 отмечены точки 𝐾𝐾 и 𝑀𝑀 

соответственно, причем 𝐴𝐴𝐴𝐴: 𝐾𝐾𝐾𝐾 = 𝑆𝑆𝑆𝑆: 𝑀𝑀𝑀𝑀 = 2: 7. Плоскость 𝛼𝛼 содержит 

прямую 𝐾𝐾𝐾𝐾 и параллельна прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆  

А. Докажите, что плоскость 𝛼𝛼 делит ребро 𝑆𝑆𝑆𝑆 в отношении 2 : 7, считая от 

вершины 𝑆𝑆  

Б. Найдите расстояние между прямыми 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝐾𝐾𝐾𝐾  

 

Решение: 

Пункт А. 

Введем систему координат, ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

3 = √62 − 92

3 = 3 – высота пирамиды, 

𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания: 



70

 
Рис. 4.22. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая содержит прямую 𝐾𝐾𝐾𝐾 и 

параллельна прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

 
Рис. 4.23. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅ и 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ : 

𝑆𝑆 (9
2 ; 3√3

2 ; 3) ; 𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐾𝐾(1; √3; 0); 𝑀𝑀 (11
2 ; 7√3

6 ; 7
3) 

𝑎̅𝑎 (9
2 ; 3√3

2 ; 3) ; 𝑏̅𝑏 (9
2 ; √3

6 ; 7
3). 

На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅,	 чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(3; √3; 2); 𝑏𝑏1̅(27; √3; 14). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
3 √3 2

27 √3 14
| = {12√3; 12; −24√3}.  
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Рис. 4.22. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая содержит прямую 𝐾𝐾𝐾𝐾 и 

параллельна прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

 
Рис. 4.23. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅ и 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ : 

𝑆𝑆 (9
2 ; 3√3

2 ; 3) ; 𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐾𝐾(1; √3; 0); 𝑀𝑀 (11
2 ; 7√3

6 ; 7
3) 

𝑎̅𝑎 (9
2 ; 3√3

2 ; 3) ; 𝑏̅𝑏 (9
2 ; √3

6 ; 7
3). 

На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅,	 чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(3; √3; 2); 𝑏𝑏1̅(27; √3; 14). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
3 √3 2

27 √3 14
| = {12√3; 12; −24√3}.  

Перейдем к коллинеарному вектору 𝑛𝑛1̅̅ ̅: 
𝑛𝑛1̅̅ ̅(√3; 1;−2√3) 

𝛼𝛼: √3 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2√3𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐾𝐾(1;√3; 0): √3 + √3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −2√3. 

𝛼𝛼: √3 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 − 2√3𝑧𝑧 − 2√3 = 0. 
Докажем, что плоскость 𝛼𝛼 делит ребро 𝑆𝑆𝑆𝑆 в отношении 2 : 7, считая от 

вершины 𝑆𝑆  

I способ. 

Найдем 𝑃𝑃 – точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝑆𝑆𝑆𝑆  

Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑆𝑆 (92 ;
3√3
2 ; 3) ; 𝐵𝐵 (92 ;

9√3
2 ; 0) ; 𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ (0; 3√3;−3). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑎̅𝑎(0; √3;−1). 
Каноническое уравнение: 

𝑥𝑥 − 92
0 =

𝑦𝑦 − 9√32
√3

= 𝑧𝑧
−1. 

Параметрическое уравнение прямой: 

{ 
 
  𝑥𝑥 = 92 ;

𝑦𝑦 = √3𝑡𝑡 + 9√32 ;
𝑧𝑧 = −𝑡𝑡.

 

Найдем значение параметра 𝑡𝑡: 

√3 ∙ 92 + √3𝑡𝑡 +
9√3
2 + 2√3𝑡𝑡 − 2√3 = 0;  𝑡𝑡 = −73. 
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Координаты точки 𝑃𝑃: 

{
 
 

 
 𝑥𝑥 = 92 ;

𝑦𝑦 = √3 ∙ (−73) +
9√3
2 = 13√36 ;

𝑧𝑧 = 73 .

 𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73) . 

Используем проектирование на ось 𝑂𝑂𝑂𝑂: 

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑃𝑃𝑃𝑃 =

𝑙𝑙2
𝑙𝑙1
= 23 :

7
3 =

2
7. 

 
Рис. 4.24. Проектирование на ось 𝑂𝑂𝑧𝑧 

 

II способ. 

Найдем координаты точки 𝑃𝑃, которая находится на ребре 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑆𝑆𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 2: 7  

Используем формулы деления отрезка в заданном соотношении. 

Координаты точек: 𝑆𝑆 (92 ;
3√3
2 ; 3) ; 𝐵𝐵 (92 ;

9√3
2 ; 0) ;  

𝑥𝑥𝑃𝑃 =
9
2 +

7
2 ∙
9
2

1 + 72
= 92 ; 𝑦𝑦𝑃𝑃 =

9√3
2 + 72 ∙

3√3
2

1 + 72
= 13√36 ; 𝑧𝑧𝑃𝑃 =

0 + 72 ∙ 3

1 + 72
= 73 ;  

𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73). 

Подставим координаты полученной точки в уравнение плоскости 𝛼𝛼: 

√3 ∙ 92 +
13√3
6 − 2√3 ∙ 73 − 2√3 = 0;  0 = 0. 

Следовательно, точка 𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73) принадлежит плоскости 𝛼𝛼  
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Координаты точки 𝑃𝑃: 

{
 
 

 
 𝑥𝑥 = 92 ;

𝑦𝑦 = √3 ∙ (−73) +
9√3
2 = 13√36 ;

𝑧𝑧 = 73 .

 𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73) . 

Используем проектирование на ось 𝑂𝑂𝑂𝑂: 

𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑃𝑃𝑃𝑃 =

𝑙𝑙2
𝑙𝑙1
= 23 :

7
3 =

2
7. 

 
Рис. 4.24. Проектирование на ось 𝑂𝑂𝑧𝑧 

 

II способ. 

Найдем координаты точки 𝑃𝑃, которая находится на ребре 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑆𝑆𝑃𝑃: 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 2: 7  

Используем формулы деления отрезка в заданном соотношении. 

Координаты точек: 𝑆𝑆 (92 ;
3√3
2 ; 3) ; 𝐵𝐵 (92 ;

9√3
2 ; 0) ;  

𝑥𝑥𝑃𝑃 =
9
2 +

7
2 ∙
9
2

1 + 72
= 92 ; 𝑦𝑦𝑃𝑃 =

9√3
2 + 72 ∙

3√3
2

1 + 72
= 13√36 ; 𝑧𝑧𝑃𝑃 =

0 + 72 ∙ 3

1 + 72
= 73 ;  

𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73). 

Подставим координаты полученной точки в уравнение плоскости 𝛼𝛼: 

√3 ∙ 92 +
13√3
6 − 2√3 ∙ 73 − 2√3 = 0;  0 = 0. 

Следовательно, точка 𝑃𝑃 (92 ;
13√3
6 ; 73) принадлежит плоскости 𝛼𝛼  

Пункт Б. 

Найдем расстояние от вершины 𝐴𝐴(0; 0; 0) до плоскости 𝛼𝛼: 

𝑑𝑑 =
|𝐴𝐴 ∙ 𝑥𝑥0 + 𝐵𝐵 ∙ 𝑦𝑦0 + 𝐶𝐶 ∙ 𝑧𝑧0 + 𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
; 

𝐴𝐴 = √3; 𝐵𝐵 = 1;  𝐶𝐶 = −2√3; 𝐷𝐷 = −2√3; 𝑥𝑥0 = 0; 𝑦𝑦0 = 0; 𝑧𝑧0 = 0. 

𝑑𝑑 = |√3 ∙ 0 − 2√3 ∙ 0 − 2√3 ∙ 0 − 2√3|

√√32 + 12 + (−2√3)2
= √3

2 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = √3
2 . 

 
 

4. СЕЧЕНИЯ 

 
Пример. 
В правильной четырехугольной пирамиде 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃, все ребра которой равны 4, 
точка 𝐾𝐾 – середина бокового ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴  
А.  Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точку 𝐾𝐾 и 
параллельной прямым 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵  
Б.  Найдите площадь сечения. 
 
Решение. 
Пункт А. 

Введем систему координат, ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

2 = √42 − 42

3 = 2√2 – высота 

пирамиды, 𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания: 

 
Рис. 4.25. Введение системы координат 
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Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая проходит через точку 𝐾𝐾 и 

параллельна прямым 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

 
Рис. 4.26. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅  и 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ : 

𝐾𝐾(1; 1; √2); 𝑃𝑃(2; 2; 2√2); 𝐵𝐵(0; 4; 0); 𝐶𝐶(4; 4; 0) 

𝑎̅𝑎(2; −2; 2√2); 𝑏̅𝑏(4; 0; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(1; −1; √2); 𝑏𝑏1̅(1; 0; 0). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
1 −1 √2
1 0 0

| = {0; √2; 1}.  

𝛼𝛼: √2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝐾𝐾(1; 1; √2): √2 + √2 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −2√2. 

𝛼𝛼: √2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 − 2√2 = 0. 
Построим искомое сечение. 
Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴: 𝑄𝑄(0; 𝑦𝑦0; 0). Т.к. известно 
ровно две координаты из трех, то достаточно подставить координаты точки в 
уравнение плоскости: 

√2𝑦𝑦0 + 0 − 2√2 = 0; 𝑦𝑦0 = 2;  𝑄𝑄(0; 2; 0). 
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Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая проходит через точку 𝐾𝐾 и 

параллельна прямым 𝑃𝑃𝑃𝑃 и 𝐵𝐵𝐵𝐵: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

 
Рис. 4.26. Плоскость 𝛼𝛼 
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Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑃𝑃(2; 2; 2√2); 𝐷𝐷(4; 0; 0); 𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ (−2; 2; 2√2). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑎̅𝑎(−1; 1; √2). 

Каноническое уравнение: 

𝑥𝑥 − 4
−1 = 𝑦𝑦

1 = 𝑧𝑧
√2

. 

Параметрическое уравнение прямой: 

{
𝑥𝑥 = −𝑡𝑡 + 4;

𝑦𝑦 = 𝑡𝑡;
𝑧𝑧 = √2𝑡𝑡.

 

Найдем значение параметра 𝑡𝑡: 

√2𝑡𝑡 + √2𝑡𝑡 − 2√2 = 0;  𝑡𝑡 = 1. 

Координаты точки 𝑁𝑁: 

{
𝑥𝑥 = 3;
𝑦𝑦 = 1;

𝑧𝑧 = √2.
 𝑁𝑁(3; 1; √2). 
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Рис. 4.27. Искомое сечение 

Пункт Б. 

I способ. 

Докажем, что сечение – трапеция. 

𝐾𝐾 и 𝑁𝑁 – середины 𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝑃𝑃𝑃𝑃, т.е  𝐾𝐾𝐾𝐾 – средняя линия ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  Значит 

𝐾𝐾𝐾𝐾//𝐴𝐴𝐴𝐴;  𝐾𝐾𝐾𝐾 = 1
2 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2  

𝑄𝑄 и 𝐿𝐿 – середины 𝐴𝐴𝐴𝐴 и 𝐶𝐶𝐶𝐶, т.е. 𝑄𝑄𝑄𝑄//𝐴𝐴𝐴𝐴;  𝑄𝑄𝑄𝑄 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 4  

Следовательно, 𝐾𝐾𝐾𝐾//𝑄𝑄𝑄𝑄 и 𝐾𝐾𝐾𝐾 ≠ 𝑄𝑄𝑄𝑄,	𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 – трапеция и ее площадь: 

𝑆𝑆сеч = 𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝑄𝑄𝑄𝑄
2 ∙ ℎ. 

Найдем высоту трапеции как расстояние от точки 𝐾𝐾 до прямой 𝑄𝑄𝑄𝑄  

 
Рис. 4.28. Расстояние от точки 𝐾𝐾 до прямой 𝑄𝑄𝑄𝑄 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅̅̅ (4; 0; 0); 𝑏̅𝑏 = 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (1; −1; √2). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅ = (1; 0; 0) 
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Рис. 4.28. Расстояние от точки 𝐾𝐾 до прямой 𝑄𝑄𝑄𝑄 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅̅̅ (4; 0; 0); 𝑏̅𝑏 = 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (1; −1; √2). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅ = (1; 0; 0) 

Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑏̅𝑏|

= 1
√1 + 1 + 2

= 1
2. 

Данное значение косинуса является табличным и 𝜑𝜑 = 600  

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 2 ∙ √3
2 = √3. 

Найдем площадь сечения: 

𝑆𝑆сеч = 2 + 4
2 ∙ √3 = 3√3. 

II способ. 
Разобьем сечение на два треугольника. 

 
Рис. 4.29. Разбиение сечения на треугольники 

 
Найдем координаты векторов 

𝑄𝑄(0; 2; 0); 𝐾𝐾(1; 1; √2);  𝑁𝑁(3; 1; √2); 𝐿𝐿(4; 2; 0); 

𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (1; −1; √2); 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (3; −1; √2); 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅̅̅ (4; 0; 0). 
Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
1 −1 √2
3 −1 √2

| = {0; 2√2; 2}; 𝑆𝑆1 = 1
2

√(2√2)2 + 22 = √3. 

Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
3 −1 √2
4 0 0

| = {0; 4√2; 4}; 𝑆𝑆1 = 1
2

√(4√2)2 + 42 = 2√3. 

Найдем площадь сечения: 

𝑆𝑆сеч = √3 + 2√3 = 3√3. 
Ответ: 𝑆𝑆сеч = 3√3. 
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Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 с основанием 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 стороны 

основания равны 6,	а боковые ребра – 10  На ребре 𝐴𝐴𝐴𝐴 находится точка 𝐷𝐷, на 

ребре 𝐴𝐴𝐴𝐴 находится точка 𝐸𝐸, а на ребре 𝐴𝐴𝐴𝐴 – точка 𝐿𝐿  

Известно, что 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐿𝐿𝐿𝐿 = 4. 

А.  Докажите, что объем пирамиды 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 составляет 4
15 от объема пирамиды 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

Б.  Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точки 

𝐸𝐸, 𝐷𝐷, 𝐿𝐿  

 

Решение. 

Пункт А. 

Введем систему координат, ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

3 = √102 − 62

3 = 2√22 – высота 

пирамиды, 𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания: 

 
Рис. 4.30. Введение системы координат 

 

Найдем координаты точек 𝐸𝐸, 𝐷𝐷, 𝐿𝐿 с помощью формул деления отрезка в 

заданном соотношении. 

Рассмотрим отрезок 𝐴𝐴𝐴𝐴 и найдем точку 𝐷𝐷(𝑥𝑥𝐷𝐷; 𝑦𝑦𝐷𝐷; 𝑧𝑧𝐷𝐷): 
𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(6; 0; 0);  𝜆𝜆 = 2; 
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𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(6; 0; 0);  𝜆𝜆 = 2; 

𝑥𝑥𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 6
1 + 2 = 4; 𝑦𝑦𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 0

1 + 2 = 0; 𝑧𝑧𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 0
1 + 2 = 0;  

𝐷𝐷(4; 0; 0). 
Рассмотрим отрезок 𝐴𝐴𝐴𝐴 и найдем точку 𝐸𝐸(𝑥𝑥𝐸𝐸; 𝑦𝑦𝐸𝐸; 𝑧𝑧𝐸𝐸): 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐵𝐵(3; 3√3; 0);  𝜆𝜆 = 2; 

𝑥𝑥𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 3
1 + 2 = 2; 𝑦𝑦𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 3√3

1 + 2 = 2√3; 𝑧𝑧𝐷𝐷 = 0 + 2 ∙ 0
1 + 2 = 0;  

𝐸𝐸(2; 2√3; 0). 
Рассмотрим отрезок 𝐴𝐴𝐴𝐴 и найдем точку 𝐿𝐿(𝑥𝑥𝐿𝐿; 𝑦𝑦𝐿𝐿; 𝑧𝑧𝐿𝐿): 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝑀𝑀(3; √3; 2√22);  𝜆𝜆 = 3
2 ; 

𝑥𝑥𝐿𝐿 =
0 + 3

2 ∙ 3

1 + 3
2

= 9
5 ; 𝑦𝑦𝐿𝐿 =

0 + 3
2 ∙ √3

1 + 3
2

= 3√3
5 ; 𝑧𝑧𝐿𝐿 =

0 + 3
2 ∙ 2√22

1 + 3
2

= 6√22
5 ;  

𝐿𝐿 (9
5 ; 3√3

5 ; 6√22
5 ). 

Найдем объем 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

 
Рис. 4.31. Пирамида 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 

 

Сформируем три вектора с общим началом: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (9
5 ; 3√3

5 ; 6√22
5 ) ; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (4; 0; 0); 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (2; 2√3; 0).  
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Составим определитель: 

||
4 0 0
2 2√3 0
9
5

3√3
5

6√22
5

|| = 4 ∙ |
2√3 0
3√3

5
6√22

5
| = 4 ∙ 2√3 ∙ 6√22

5 = 48√66
5 . 

Тогда 

𝑉𝑉𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
6 ∙ 48√66

5 = 8√66
5 . 

Найдем объем пирамиды 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 

𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
3 𝑆𝑆оснℎ = 1

3 ∙ 1
2 ∙ 6 ∙ 3√3 ∙ 2√22 = 6√66. 

Докажем, что объем пирамиды 𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 составляет 4
15 от объема пирамиды 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 

𝑉𝑉𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

= 8√66
5 ∙ 1

6√66
= 4

15. 

Пункт Б. 

Найдем площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точки 

𝐸𝐸, 𝐷𝐷, 𝐿𝐿: 

 
Рис. 4.32. Сечение 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 

 
Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐿𝐿 (9
5 ; 3√3

5 ; 6√22
5 ) ;  𝐷𝐷(4; 0; 0);  𝐸𝐸(2; 2√3; 0); 
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Составим определитель: 

||
4 0 0
2 2√3 0
9
5

3√3
5

6√22
5

|| = 4 ∙ |
2√3 0
3√3

5
6√22

5
| = 4 ∙ 2√3 ∙ 6√22

5 = 48√66
5 . 

Тогда 

𝑉𝑉𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
6 ∙ 48√66

5 = 8√66
5 . 

Найдем объем пирамиды 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 

𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
3 𝑆𝑆оснℎ = 1

3 ∙ 1
2 ∙ 6 ∙ 3√3 ∙ 2√22 = 6√66. 

Докажем, что объем пирамиды 𝐿𝐿𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 составляет 4
15 от объема пирамиды 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 

𝑉𝑉𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿
𝑉𝑉𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

= 8√66
5 ∙ 1

6√66
= 4

15. 

Пункт Б. 

Найдем площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей через точки 

𝐸𝐸, 𝐷𝐷, 𝐿𝐿: 

 
Рис. 4.32. Сечение 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 

 
Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿. Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐿𝐿 (9
5 ; 3√3

5 ; 6√22
5 ) ;  𝐷𝐷(4; 0; 0);  𝐸𝐸(2; 2√3; 0); 

𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ (− 11
5 ; 3√3

5 ; 6√22
5 ) ; 𝐷𝐷𝐷𝐷̅̅ ̅̅ (−2; 2√3; 0).  

Составим определитель: 

||
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−2 2√3 0

− 11
5

3√3
5

6√22
5

|| = {12√66
5 ; 12√22

5 ; 16√3
5 } ;  

 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2

√(12√66
5 )

2

+ (12√22
5 )

2

+ (16√3
5 )

2

= 4√210
5 . 

Ответ: 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 4√210
5   

 
Пример. 
Дана правильная треугольная призма 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1, в которой сторона 
основания 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8, боковое ребро 𝐴𝐴𝐴𝐴1 = 2√2  Точка 𝑄𝑄  – точка пересечения 
диагоналей грани 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐵𝐵1𝐴𝐴1, точки 𝑀𝑀, 𝑁𝑁, 𝐾𝐾  – середины 𝐵𝐵𝐵𝐵,	 𝐶𝐶𝐶𝐶1 и 𝐴𝐴1𝐶𝐶1 
соответственно   
А. Докажите, что точки 𝑄𝑄, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 и 𝐾𝐾 лежат в одной плоскости. 
Б. Найдите площадь сечения 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄  
 
Решение. 
Пункт А. 
Введем систему координат: 

 
Рис. 4.33. Введение системы координат 
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Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая проходит через точки 𝑄𝑄, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0. 

 
Рис. 4.34. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ ̅ и 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ : 

𝑄𝑄(4; 0; √2); 𝑀𝑀(6; 2√3; 0); 𝑁𝑁(4; 4√3; √2); 

𝑎̅𝑎(2; 2√3; −√2); 𝑏̅𝑏(0; 4√3; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(√2; √6; −1); 𝑏𝑏1̅(0; 1; 0). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

√2 √6 −1
0 1 0

| = {1; 0; √2}.  

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + √2𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝑄𝑄(4; 0; √2): 4 + √2 ∙ √2 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −6. 

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + √2𝑧𝑧 − 6 = 0. 
Докажем, что точка 𝐾𝐾(2; 2√3; 2√2) принадлежит плоскости 𝛼𝛼. Подставим ее 

координаты в уравнение плоскости: 

2 + √2 ∙ 2√2 − 6 = 0;  0 = 0. 
Т.e  точки 𝑄𝑄, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 и 𝐾𝐾 лежат в одной плоскости  
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Составим уравнение плоскости 𝛼𝛼, которая проходит через точки 𝑄𝑄, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 : 
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0. 

 
Рис. 4.34. Плоскость 𝛼𝛼 

 

Найдем координаты векторов 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ ̅ и 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ : 

𝑄𝑄(4; 0; √2); 𝑀𝑀(6; 2√3; 0); 𝑁𝑁(4; 4√3; √2); 

𝑎̅𝑎(2; 2√3; −√2); 𝑏̅𝑏(0; 4√3; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎𝑎1̅̅ ̅ и 𝑏𝑏1̅, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎𝑎1̅̅ ̅(√2; √6; −1); 𝑏𝑏1̅(0; 1; 0). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

√2 √6 −1
0 1 0

| = {1; 0; √2}.  

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + √2𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0. 
 𝑄𝑄(4; 0; √2): 4 + √2 ∙ √2 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −6. 

𝛼𝛼: 𝑥𝑥 + √2𝑧𝑧 − 6 = 0. 
Докажем, что точка 𝐾𝐾(2; 2√3; 2√2) принадлежит плоскости 𝛼𝛼. Подставим ее 

координаты в уравнение плоскости: 

2 + √2 ∙ 2√2 − 6 = 0;  0 = 0. 
Т.e  точки 𝑄𝑄, 𝑀𝑀, 𝑁𝑁 и 𝐾𝐾 лежат в одной плоскости  

 

Пункт Б. 

Построим сечение. 

Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴: 𝐿𝐿(𝑥𝑥0; 0; 0). Т к  известно 

ровно две координаты из трех, то достаточно подставить координаты точки 

в уравнение плоскости: 

 𝑥𝑥0 + √2 ∙ 0 − 6 = 0; 𝑥𝑥0 = 6;  𝐿𝐿(6; 0; 0). 
Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐴𝐴1𝐵𝐵1: 𝐷𝐷(𝑥𝑥0; 0; 2√2)  Т к  

известно ровно две координаты из трех, то достаточно подставить координаты 

точки в уравнение плоскости: 

 𝑥𝑥0 + √2 ∙ 2√2 − 6 = 0; 𝑥𝑥0 = 2;  𝐷𝐷(2; 0; 2√2). 
Получаем сечение – пятиугольник 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿  

 
Рис. 4.35. Сечение 𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 

 

Найдем площадь сечения, разобьем пятиугольник на треугольники. 

 
Рис. 4.36. Разбиение сечения на треугольники 
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Найдем координаты векторов: 

𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−4; 0; 2√2); 𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−4; 2√3; 2√2);  

𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−2; 4√3; √2); 𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (0; 2√3; 0). 
Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−4 0 2√2
−4 2√3 2√2

| = {−4√6; 0; −8√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √16 ∙ 6 + 64 ∙ 3 = 6√2. 

Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−4 2√3 2√2
−2 4√3 √2

| = {−6√6; 0; −12√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √36 ∙ 6 + 144 ∙ 3 = 9√2. 

Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−2 4√3 √2
0 2√3 0

| = {−2√6; 0; −4√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √4 ∙ 6 + 16 ∙ 3 = 3√2. 

Площадь сечения: 

𝑆𝑆сеч = 6√2 + 9√2 + 3√2 = 18√2. 
Ответ: 𝑆𝑆сеч = 18√2. 
 

 

Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 сторона основания 𝐴𝐴𝐴𝐴 равна 12, а 

боковое ребро 𝑆𝑆𝑆𝑆 равно 13. Точки 𝑀𝑀 и 𝑁𝑁  – середины ребер 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑆𝑆𝑆𝑆 

соответственно. Плоскость α содержит прямую 𝑀𝑀𝑀𝑀 и перпендикулярна 

плоскости основания пирамиды. 

А. Докажите, что плоскость α делит медиану 𝐶𝐶𝐶𝐶 основания в отношении 5 : 1,	

считая от точки 𝐶𝐶  

Б. Найдите площадь многоугольника, являющегося сечением пирамиды 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

плоскостью α. 
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Найдем координаты векторов: 

𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−4; 0; 2√2); 𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−4; 2√3; 2√2);  

𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (−2; 4√3; √2); 𝐿𝐿𝐿𝐿̅̅ ̅̅ (0; 2√3; 0). 
Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−4 0 2√2
−4 2√3 2√2

| = {−4√6; 0; −8√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √16 ∙ 6 + 64 ∙ 3 = 6√2. 

Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−4 2√3 2√2
−2 4√3 √2

| = {−6√6; 0; −12√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √36 ∙ 6 + 144 ∙ 3 = 9√2. 

Найдем площадь ∆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−2 4√3 √2
0 2√3 0

| = {−2√6; 0; −4√3}; 𝑆𝑆𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1
2 √4 ∙ 6 + 16 ∙ 3 = 3√2. 

Площадь сечения: 

𝑆𝑆сеч = 6√2 + 9√2 + 3√2 = 18√2. 
Ответ: 𝑆𝑆сеч = 18√2. 
 

 

Пример. 

В правильной треугольной пирамиде 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 сторона основания 𝐴𝐴𝐴𝐴 равна 12, а 

боковое ребро 𝑆𝑆𝑆𝑆 равно 13. Точки 𝑀𝑀 и 𝑁𝑁  – середины ребер 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝑆𝑆𝑆𝑆 

соответственно. Плоскость α содержит прямую 𝑀𝑀𝑀𝑀 и перпендикулярна 

плоскости основания пирамиды. 

А. Докажите, что плоскость α делит медиану 𝐶𝐶𝐶𝐶 основания в отношении 5 : 1,	

считая от точки 𝐶𝐶  

Б. Найдите площадь многоугольника, являющегося сечением пирамиды 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

плоскостью α. 

 

 

Решение. 

Пункт А. 

Введем систему координат, ℎ = √𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2

3 = √132 − 122

3 = 11 – высота 

пирамиды, 𝑏𝑏 – боковое ребро, 𝑎𝑎 – сторона основания: 

 
Рис. 4.37. Введение системы координат 

Составим уравнение плоскости α, которая содержит прямую 𝑀𝑀𝑀𝑀 и 

перпендикулярна плоскости основания пирамиды: 𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0. 
Найдем координаты вектора 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅: 

𝑀𝑀 (3; √3; 11
2 ) ; 𝑁𝑁 (9; √3; 11

2 ) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅(6; 0; 0). 

На данном этапе можно перейти к коллинеарному вектору, чтобы дальнейшие 

расчеты были проще: 

𝑎̅𝑎(1; 0; 0). 
Т к  𝛼𝛼 ⊥ 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, то вектор нормали плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑛̅𝑛(0; 0; 1) используем для 

составления определителя при поиске вектора нормали плоскости 𝛼𝛼: 

𝑛̅𝑛 = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌
0 0 1
1 0 0

| = {0; 1; 0}.  

𝛼𝛼: 𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0. 
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 𝑀𝑀 (3; √3; 11
2 ): √3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −√3. 

𝛼𝛼: 𝑦𝑦 − √3 = 0. 
Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и медианы 𝐶𝐶𝐶𝐶: 𝑃𝑃(6; 𝑦𝑦0; 0)  Т к  

известно ровно две координаты из трех, то достаточно подставить координаты 

точки в уравнение плоскости: 

𝑦𝑦0 − √3 = 0; 𝑦𝑦0 = √3;  𝑃𝑃(6; √3; 0). 
 Докажем, что плоскость α делит медиану 𝐶𝐶𝐶𝐶 основания в отношении 5 : 1,	

считая от точки 𝐶𝐶: 

𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 6√3 − √3

√3
= 5

1. 

Пункт Б. 

Построим сечение пирамиды 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 плоскостью α  

Найдем 𝑄𝑄 – точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴  

Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴: 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(6; 6√3; 0); 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (6; 6√3; 0). 
Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑐𝑐̅(1; √3; 0). 
Каноническое уравнение: 

𝑥𝑥
1 = 𝑦𝑦

√3
= 𝑧𝑧

0. 

Параметрическое уравнение прямой: 

{
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡;

𝑦𝑦 = √3𝑡𝑡;
𝑧𝑧 = 0.

 

Найдем значение параметра 𝑡𝑡: 

√3𝑡𝑡 − √3 = 0;  𝑡𝑡 = 1. 
Координаты точки 𝑄𝑄: 

{
𝑥𝑥 = 1;

𝑦𝑦 = √3;
𝑧𝑧 = 0.

 𝑄𝑄(1; √3; 0). 
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 𝑀𝑀 (3; √3; 11
2 ): √3 + 𝐷𝐷 = 0;  𝐷𝐷 = −√3. 

𝛼𝛼: 𝑦𝑦 − √3 = 0. 
Найдем точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и медианы 𝐶𝐶𝐶𝐶: 𝑃𝑃(6; 𝑦𝑦0; 0)  Т к  

известно ровно две координаты из трех, то достаточно подставить координаты 

точки в уравнение плоскости: 

𝑦𝑦0 − √3 = 0; 𝑦𝑦0 = √3;  𝑃𝑃(6; √3; 0). 
 Докажем, что плоскость α делит медиану 𝐶𝐶𝐶𝐶 основания в отношении 5 : 1,	

считая от точки 𝐶𝐶: 

𝐶𝐶𝐶𝐶
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 6√3 − √3

√3
= 5

1. 

Пункт Б. 

Построим сечение пирамиды 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 плоскостью α  

Найдем 𝑄𝑄 – точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐴𝐴𝐴𝐴  

Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴: 

𝐴𝐴(0; 0; 0); 𝐶𝐶(6; 6√3; 0); 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (6; 6√3; 0). 
Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑐𝑐̅(1; √3; 0). 
Каноническое уравнение: 

𝑥𝑥
1 = 𝑦𝑦

√3
= 𝑧𝑧

0. 

Параметрическое уравнение прямой: 

{
𝑥𝑥 = 𝑡𝑡;

𝑦𝑦 = √3𝑡𝑡;
𝑧𝑧 = 0.

 

Найдем значение параметра 𝑡𝑡: 

√3𝑡𝑡 − √3 = 0;  𝑡𝑡 = 1. 
Координаты точки 𝑄𝑄: 

{
𝑥𝑥 = 1;

𝑦𝑦 = √3;
𝑧𝑧 = 0.

 𝑄𝑄(1; √3; 0). 

Найдем 𝐿𝐿 – точку пересечения плоскости 𝛼𝛼 и ребра 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Составим каноническое и параметрическое уравнение прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴: 

𝐵𝐵(12; 0; 0); 𝐶𝐶(6; 6√3; 0); 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (−6; 6√3; 0). 
Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑑̅𝑑(−1; √3; 0). 
Каноническое уравнение: 

𝑥𝑥 − 12
−1 = 𝑦𝑦

√3
= 𝑧𝑧

0. 

Параметрическое уравнение прямой: 

{
𝑥𝑥 = −𝑡𝑡 + 12;

𝑦𝑦 = √3𝑡𝑡;
𝑧𝑧 = 0.

 

Найдем значение параметра 𝑡𝑡: 

√3𝑡𝑡 − √3 = 0;  𝑡𝑡 = 1. 
Координаты точки 𝑄𝑄: 

{
𝑥𝑥 = 11;
𝑦𝑦 = √3;
𝑧𝑧 = 0.

 𝐿𝐿(11; √3; 0). 

Получаем сечение – четырехугольник 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

 
Рис. 4.38. Сечение 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 
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Найдем площадь сечения, разобьем четырехугольник на треугольники. 

 
Рис. 4.39. Разбиение сечения на треугольники 

 

Найдем координаты векторов: 

𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ ̅ (2; 0; 11
2 ) ; 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (8; 0; 11

2 ) ; 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅̅̅ (10; 0; 0). 

Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄: 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

2 0 11
2

8 0 11
2

|
| = {0; 33; 0}; 𝑆𝑆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 33

2 . 

Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

8 0 11
2

10 0 0
| = {0; 55; 0}; 𝑆𝑆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 55

2 . 

𝑆𝑆сеч = 33
2 + 55

2 = 44. 

Ответ: 𝑆𝑆сеч = 44. 
 

5  КОНУС И ЦИЛИНДР 

 
Пример. 

В цилиндре образующая перпендикулярна плоскости основания. На окружности 
одного из оснований цилиндра выбраны точки 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 и 𝐶𝐶, а на окружности другого 
основания – точка 𝐶𝐶1, причем 𝐶𝐶𝐶𝐶1 – образующая цилиндра, а 𝐴𝐴𝐴𝐴 – диаметр 
основания.  
Известно, что ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 300, 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2√3, 𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 4√6.  



89

Найдем площадь сечения, разобьем четырехугольник на треугольники. 

 
Рис. 4.39. Разбиение сечения на треугольники 

 

Найдем координаты векторов: 

𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ ̅ (2; 0; 11
2 ) ; 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅ ̅̅ (8; 0; 11

2 ) ; 𝑄𝑄𝑄𝑄̅̅̅̅ (10; 0; 0). 

Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄: 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

2 0 11
2

8 0 11
2

|
| = {0; 33; 0}; 𝑆𝑆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 33

2 . 

Найдем площадь ∆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄: 

|
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

8 0 11
2

10 0 0
| = {0; 55; 0}; 𝑆𝑆𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄𝑄 = 55

2 . 

𝑆𝑆сеч = 33
2 + 55

2 = 44. 

Ответ: 𝑆𝑆сеч = 44. 
 

5  КОНУС И ЦИЛИНДР 

 
Пример. 

В цилиндре образующая перпендикулярна плоскости основания. На окружности 
одного из оснований цилиндра выбраны точки 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 и 𝐶𝐶, а на окружности другого 
основания – точка 𝐶𝐶1, причем 𝐶𝐶𝐶𝐶1 – образующая цилиндра, а 𝐴𝐴𝐴𝐴 – диаметр 
основания.  
Известно, что ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 300, 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2√3, 𝐶𝐶𝐶𝐶1 = 4√6.  

А. Докажите, что угол между прямыми 𝐴𝐴𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐶𝐶 равен 600. 
Б. Найдите расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐶𝐶1. 
 

Решение  

Пункт А. 

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.40. Введение системы координат 

 

При поиске координат точки 𝐵𝐵 использовали следующие факты: 

1) ∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямоугольный, т к  𝐴𝐴𝐴𝐴 диаметр и вписанный ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 900; 
2) свойство прямоугольного треугольника – катет, лежащий напротив угла 

в 300, равен половине гипотенузы. 

Найдем угол между прямыми 𝐴𝐴𝐶𝐶1 и 𝐵𝐵𝐶𝐶: 

cos(𝜑𝜑) =
|𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ |

|𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅| ∙ |𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ | 

Сформируем векторы: 

𝐴𝐴(2√3; 0; 0); 𝐶𝐶1(−2√3; 0; 4√6);  𝐵𝐵(√3; 3; 0);  𝐶𝐶(−2√3; 0; 0); 

𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−4√3; 0; 4√6); 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (−3√3; −3; 0). 
На данном этапе можно перейти к коллинеарным векторам 𝑎̅𝑎 и 𝑏̅𝑏, чтобы 

дальнейшие расчеты были проще: 

𝑎̅𝑎(−1; 0; √2); 𝑏̅𝑏(√3; 1; 0). 
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Тогда: 

cos(𝜑𝜑) = |−1 ∙ √3 + 0 ∙ 1 + √2 ∙ 0|

√(−1)2 + 0 + √22 ∙ √√32 + 12 + 0
= 1

2. 

Найденное значение косинуса является табличным и соответствует углу в 600. 
Пункт Б. 

Найдем расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1  

 
Рис. 4.41. Расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1 

 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐴𝐴(2√3; 0; 0); 𝐶𝐶1(−2√3; 0; 4√6);  𝐵𝐵(√3; 3; 0); 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−4√3; 0; 4√6); 𝑏̅𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (−√3; 3; 0). 

Перейдем к коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅ = (−1; 0; √2). 
Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑏̅𝑏|

= √3
√3 ∙ 2√3

= √3
6 . 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1 − 3
36 = √33

6 . 

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 2√3 ∙ √33
6 = √11. 

Ответ: 𝑑𝑑 = √11. 
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Тогда: 

cos(𝜑𝜑) = |−1 ∙ √3 + 0 ∙ 1 + √2 ∙ 0|

√(−1)2 + 0 + √22 ∙ √√32 + 12 + 0
= 1

2. 

Найденное значение косинуса является табличным и соответствует углу в 600. 
Пункт Б. 

Найдем расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1  

 
Рис. 4.41. Расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1 

 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝐴𝐴(2√3; 0; 0); 𝐶𝐶1(−2√3; 0; 4√6);  𝐵𝐵(√3; 3; 0); 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−4√3; 0; 4√6); 𝑏̅𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (−√3; 3; 0). 

Перейдем к коллинеарному вектору 𝑎𝑎1̅̅ ̅ = (−1; 0; √2). 
Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎𝑎1̅̅ ̅ ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎𝑎1̅̅ ̅| ∙ |𝑏̅𝑏| = √3

√3 ∙ 2√3
= √3

6 . 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1 − 3
36 = √33

6 . 

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 2√3 ∙ √33
6 = √11. 

Ответ: 𝑑𝑑 = √11. 

Пример. 
В цилиндре образующая перпендикулярна плоскости основания. На окружности 
одного из оснований цилиндра выбраны точки 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵, а на окружности другого 
основания – точки 𝐵𝐵1 и 𝐶𝐶1, причем 𝐵𝐵𝐵𝐵1 – образующая цилиндра, а отрезок 𝐴𝐴𝐶𝐶1 
пересекает ось цилиндра. 
а) Докажите, что угол 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1 прямой. 
б) Найдите расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐶𝐶1, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 21, 𝐵𝐵𝐵𝐵1 = 12, 𝐵𝐵1𝐶𝐶1 = 16. 
 
Решение. 
Пункт А. 
Заметим, что в пункте а не даны размеры цилиндра, поэтому: 

ℎ – высота, 𝑎𝑎 – радиус основания. 

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.42. Введение системы координат 

 
Для поиска координат точки 𝐵𝐵 удобно использовать уравнение окружности: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅2, т.е  𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0). Т к  отрезок 𝐴𝐴𝐶𝐶1 пересекает ось цилиндра, 

то 𝐴𝐴𝐶𝐶1
′ – диаметр. 

Докажем, что угол 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶1 прямой, т.е. 𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐶𝐶1: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝐵𝐵𝐶𝐶1  ⇔  𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = 0. 
Найдем координаты векторов: 

𝐴𝐴(𝑎𝑎; 0; 0); 𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝐶𝐶1(−𝑎𝑎; 0; ℎ); 
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𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0 ) ; 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ (𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; −ℎ ). 

Вычислим скалярное произведение: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎) ∙ (𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎) + √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2 ∙ √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2 − ℎ ∙ 0 = 0. 

Т.е. угол 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶1 прямой. 

Пункт Б. 

Найдем расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐶𝐶1, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 21, 𝐵𝐵𝐵𝐵1 = ℎ = 12, 𝐵𝐵1𝐶𝐶1 = 𝐵𝐵𝐶𝐶1
′ = 16. 

Рассмотрим ∆𝐶𝐶1
′𝐵𝐵𝐵𝐵 – прямоугольный, т.к. вписанный ∠𝐶𝐶1

′𝐵𝐵𝐵𝐵 опирается на 

диаметр. Применив теорему Пифагора, находим радиус основания цилиндра: 

162 + 212 = (2𝑎𝑎)2; 𝑎𝑎 = √697
2 . 

Найдем координаты точки 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 21; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0 ) ; |𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ |2 = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; 

144 = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 𝑥𝑥0 = − 185

2√697
. 

Получаем: 

𝐵𝐵 (− 185
2√697

; √697
4 − 1852

4 ∙ 697 ; 0). 

Заметим, что упрощать данные значения не имеет смысла. 

 
Рис. 4.43. Расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1 
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𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0 ) ; 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ (𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; −ℎ ). 

Вычислим скалярное произведение: 

𝐴𝐴𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐶𝐶1𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎) ∙ (𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎) + √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2 ∙ √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2 − ℎ ∙ 0 = 0. 

Т.е. угол 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶1 прямой. 

Пункт Б. 

Найдем расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐶𝐶1, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 21, 𝐵𝐵𝐵𝐵1 = ℎ = 12, 𝐵𝐵1𝐶𝐶1 = 𝐵𝐵𝐶𝐶1
′ = 16. 

Рассмотрим ∆𝐶𝐶1
′𝐵𝐵𝐵𝐵 – прямоугольный, т.к. вписанный ∠𝐶𝐶1

′𝐵𝐵𝐵𝐵 опирается на 

диаметр. Применив теорему Пифагора, находим радиус основания цилиндра: 

162 + 212 = (2𝑎𝑎)2; 𝑎𝑎 = √697
2 . 

Найдем координаты точки 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 21; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0 ) ; |𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ |2 = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; 

144 = (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 𝑥𝑥0 = − 185

2√697
. 

Получаем: 

𝐵𝐵 (− 185
2√697

; √697
4 − 1852

4 ∙ 697 ; 0). 

Заметим, что упрощать данные значения не имеет смысла. 

 
Рис. 4.43. Расстояние от точки 𝐵𝐵 до прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴1 

Сформируем два вектора с общим началом: 

𝑎̅𝑎 = 𝐴𝐴𝐶𝐶1̅̅ ̅̅ ̅(−√697; 0; 12); 𝑏̅𝑏 = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (− 185
2√697

− √697
2 ; √697

4 − 1852

4 ∙ 697 ; 0). 

Рассмотрим прямоугольный ∆𝐴𝐴𝐶𝐶1𝐶𝐶1
′. По теореме Пифагора: 

|𝑎̅𝑎| = 𝐴𝐴𝐶𝐶1 = √122 + 697 = 29. 
Найдем косинус угла между векторами: 

cos(𝜑𝜑) = |𝑎̅𝑎 ∙ 𝑏̅𝑏|
|𝑎̅𝑎| ∙ |𝑏̅𝑏| =

185
2 + 697

2
21 ∙ 29 = 21

29. 

Перейдем к синусу: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = √1 − cos2(𝜑𝜑) = √1− (21
29)

2
= 20

29. 

Искомое расстояние: 

𝑑𝑑 = |𝑏̅𝑏| ∙ si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 21 ∙ 20
29 = 420

29 . 

Ответ: 𝑑𝑑 = 420
29 . 

 

Пример. 

Точки 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 и 𝐶𝐶 лежат на окружности основания конуса с вершиной 𝑆𝑆, причем 

𝐴𝐴 и 𝐶𝐶 диаметрально противоположны. Точка 𝑀𝑀 – середина 𝐵𝐵𝐵𝐵  

А  Докажите, что прямая 𝑆𝑆𝑆𝑆 образует с плоскостью 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 такой же угол, как и 

прямая 𝐴𝐴𝐴𝐴 с плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

Б. Найдите угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8 и 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5√2  

 

Решение. 

Пункт А. 

Заметим, что в пункте А не даны размеры конуса, поэтому: 

ℎ – высота, 𝑎𝑎 – радиус основания. 
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Введем систему координат: 

 
Рис. 4.44. Введение системы координат 

 

Для поиска координат точки 𝐵𝐵 удобно использовать уравнение окружности: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅2, т.е. 𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0)  

Т к  𝑀𝑀 – середина 𝐵𝐵𝐵𝐵, то, используя формулы середины отрезка, найдем ее 

координаты: 

𝑀𝑀 (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎
2 ; 1

2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0). 

Найдем угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑1) = |𝑏̅𝑏 ∙ 𝑛𝑛1̅̅ ̅|
|𝑏̅𝑏| ∙ |𝑛𝑛1̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, т.к. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂  

Найдем направляющий вектор прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑆𝑆(0; 0; ℎ);  𝑀𝑀 (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎
2 ; 1

2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝑏̅𝑏 = 𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎

2 ; 1
2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; −ℎ). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑏𝑏1̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; −2ℎ). 
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Введем систему координат: 

 
Рис. 4.44. Введение системы координат 

 

Для поиска координат точки 𝐵𝐵 удобно использовать уравнение окружности: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅2, т.е. 𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0)  

Т к  𝑀𝑀 – середина 𝐵𝐵𝐵𝐵, то, используя формулы середины отрезка, найдем ее 

координаты: 

𝑀𝑀 (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎
2 ; 1

2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0). 

Найдем угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑1) = |𝑏̅𝑏 ∙ 𝑛𝑛1̅̅ ̅|
|𝑏̅𝑏| ∙ |𝑛𝑛1̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, т.к. 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂  

Найдем направляющий вектор прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑆𝑆(0; 0; ℎ);  𝑀𝑀 (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎
2 ; 1

2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝑏̅𝑏 = 𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎

2 ; 1
2 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; −ℎ). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑏𝑏1̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; −2ℎ). 

 

Тогда  

si𝑛𝑛(𝜑𝜑1) = 2ℎ
√2𝑎𝑎2 + 4ℎ2 − 2𝑎𝑎𝑥𝑥0

. 

Найдем угол между прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑2) =
|𝑐𝑐̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑐𝑐̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

Найдем направляющий вектор прямой 𝐴𝐴𝐴𝐴: 

𝐴𝐴(𝑎𝑎; 0; 0);  𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝑐𝑐̅ = 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; 0). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑐𝑐1̅(−√𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0; √𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0; 0). 
Найдем вектор нормали плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑆𝑆(0; 0; ℎ);  𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝐶𝐶(−𝑎𝑎; 0; 0).  

 
Рис. 4.45. Плоскость 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 

 

Координаты векторов: 𝑘̅𝑘 (𝑥𝑥0; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; −ℎ) ; 𝑙𝑙(̅−𝑎𝑎; 0; −ℎ).  

Найдем координаты вектора нормали: 

𝑛𝑛2̅̅ ̅ = |
𝒊𝒊 𝒋𝒋 𝒌𝒌

𝑥𝑥0 √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2 −ℎ

−𝑎𝑎 0 −ℎ

| = {−ℎ√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; ℎ(𝑥𝑥0 + 𝑎𝑎); 𝑎𝑎√𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2}.  

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑛𝑛21̅̅̅̅̅(−ℎ√𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0; ℎ√𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0; 𝑎𝑎√𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0). 
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Тогда  

si𝑛𝑛(𝜑𝜑2) = ℎ(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + ℎ(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0)
√ℎ2(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + ℎ2(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0) + 𝑎𝑎2(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) ∙ √(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + (𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0)

. 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑2) = 2ℎ
√2𝑎𝑎2 + 4ℎ2 − 2𝑎𝑎𝑥𝑥0

. 

Т к  si𝑛𝑛(𝜑𝜑1) = si𝑛𝑛(𝜑𝜑2), то прямая 𝑆𝑆𝑆𝑆 образует с плоскостью 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 такой же 

угол, как и прямая 𝐴𝐴𝐴𝐴 с плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

Пункт Б. 

Найдем угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆,	если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
5√2  

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямоугольный, т к  𝐴𝐴𝐴𝐴 диаметр и вписанный ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 900; по 

теореме Пифагора 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10, 𝑎𝑎 = 5. 
Найдем координаты точки 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ;  36 = (𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; 

𝑥𝑥0 = 7
5 ; ℎ = 5;  𝐵𝐵 (7

5 ; 24
5 ; 0).  

Вектор нормали плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑛̅𝑛(−3√10; −4√10; 3√10). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(3; 4; −3). 
Найдем направляющий вектор прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (−5; 0; 5). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑏̅𝑏(−1; 0; 1). 
Угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = |𝑏̅𝑏 ∙ 𝑛𝑛1̅̅ ̅|
|𝑏̅𝑏| ∙ |𝑛𝑛1̅̅ ̅| =

|−1 ∙ 3 + 0 ∙ 4 − 5 ∙ 3|
√34 ∙ √2

= 3
√17

;  𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√17

) . 

Ответ: 𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√17) . 
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Тогда  

si𝑛𝑛(𝜑𝜑2) = ℎ(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + ℎ(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0)
√ℎ2(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + ℎ2(𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0) + 𝑎𝑎2(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) ∙ √(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0) + (𝑎𝑎 + 𝑥𝑥0)

. 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑2) = 2ℎ
√2𝑎𝑎2 + 4ℎ2 − 2𝑎𝑎𝑥𝑥0

. 

Т к  si𝑛𝑛(𝜑𝜑1) = si𝑛𝑛(𝜑𝜑2), то прямая 𝑆𝑆𝑆𝑆 образует с плоскостью 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 такой же 

угол, как и прямая 𝐴𝐴𝐴𝐴 с плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  

Пункт Б. 

Найдем угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆,	если 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 8 и 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
5√2  

∆𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямоугольный, т к  𝐴𝐴𝐴𝐴 диаметр и вписанный ∠𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 900; по 

теореме Пифагора 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 10, 𝑎𝑎 = 5. 
Найдем координаты точки 𝐵𝐵: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 6; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 𝑎𝑎; √𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0
2; 0) ;  36 = (𝑎𝑎 − 𝑥𝑥0)2 + 𝑎𝑎2 − 𝑥𝑥0

2; 

𝑥𝑥0 = 7
5 ; ℎ = 5;  𝐵𝐵 (7

5 ; 24
5 ; 0).  

Вектор нормали плоскости 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝑛̅𝑛(−3√10; −4√10; 3√10). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(3; 4; −3). 
Найдем направляющий вектор прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅̅̅ (−5; 0; 5). 
Перейдем к коллинеарному: 

𝑏̅𝑏(−1; 0; 1). 
Угол между прямой 𝑆𝑆𝑆𝑆 и плоскостью 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = |𝑏̅𝑏 ∙ 𝑛𝑛1̅̅ ̅|
|𝑏̅𝑏| ∙ |𝑛𝑛1̅̅ ̅| =

|−1 ∙ 3 + 0 ∙ 4 − 5 ∙ 3|
√34 ∙ √2

= 3
√17

;  𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√17

) . 

Ответ: 𝜑𝜑 = arcsin ( 3
√17) . 

 

Пример. 

Радиус основания конуса с вершиной 𝑆𝑆 и центром основания 𝑂𝑂 равен 5, а его 

высота равна √51. Точка 𝑀𝑀 – середина образующей 𝑆𝑆𝑆𝑆 конуса, а точки 𝑁𝑁 и 𝐵𝐵 

лежат на основании конуса, причем прямая 𝑀𝑀𝑀𝑀 параллельна образующей 

конуса 𝑆𝑆𝑆𝑆  

А. Докажите, что ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямой. 

Б. Найдите угол между прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵 и плоскостью основания конуса, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8  

 

Решение  

Пункт А. 

Введем систему координат: 

 
Рис. 4.46. Введение системы координат 

 

Для поиска координат точки 𝐵𝐵 удобно использовать уравнение окружности: 

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝑅𝑅2, т.е. 𝐵𝐵 (𝑥𝑥0; √25 − 𝑥𝑥0
2; 0)  

Найдем координаты точки 𝑁𝑁, используя параллельность 𝑁𝑁𝑁𝑁 и 𝑆𝑆𝑆𝑆  

𝑀𝑀 (5
2 ; 0; √51

2 ) ; 𝑆𝑆(0; 0; √51); 𝑁𝑁(𝑥𝑥1; 𝑦𝑦1; 0); 
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𝑁𝑁𝑁𝑁̅̅ ̅̅ ̅ (5
2 − 𝑥𝑥1; −𝑦𝑦1; √51

2 ) ; 𝑆𝑆𝑆𝑆̅̅̅̅ (𝑥𝑥0; √25 − 𝑥𝑥0
2; −√51). 

Условие коллинеарности векторов: 

5
2 − 𝑥𝑥1

𝑥𝑥0
= −𝑦𝑦1

√25 − 𝑥𝑥0
2 =

√51
2

−√51
. 

Выразим 𝑥𝑥1 и 𝑦𝑦1 через 𝑥𝑥0: 

𝑥𝑥1 = 5 + 𝑥𝑥0
2 ; 𝑦𝑦1 = 1

2 √25 − 𝑥𝑥0
2. 

Тогда 𝑁𝑁 (5+𝑥𝑥0
2 ; 1

2 √25 − 𝑥𝑥0
2; 0)  

Докажем, что ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямой. 

𝐴𝐴𝐴𝐴 ⊥ 𝑁𝑁𝑁𝑁 ⇔  𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂̅̅ ̅̅ = 0 

O(0; 0; 0); 𝑁𝑁 (5 + 𝑥𝑥0
2 ; 1

2 √25 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝐴𝐴(5; 0; 0); 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 5
2 ; 1

2 √25 − 𝑥𝑥0
2; 0) ; 𝑂𝑂𝑂𝑂̅̅ ̅̅ (5 + 𝑥𝑥0

2 ; 1
2 √25 − 𝑥𝑥0

2; 0) 

Вычислим скалярное произведение: 

𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ ∙ 𝑂𝑂𝑂𝑂̅̅ ̅̅ = 𝑥𝑥0 − 5
2 ∙ 5 + 𝑥𝑥0

2 + 1
4 (25 − 𝑥𝑥0

2) = 0. 

Таким образом, ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 – прямой. 

 

Пункт Б. 

Найдем угол между прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵 и плоскостью основания конуса, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8  

Найдем 𝑥𝑥0: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 5; √25 − 𝑥𝑥0
2; 0) ;  64 = (𝑥𝑥0 − 5)2 + 25 − 𝑥𝑥0

2; 𝑥𝑥0 = − 7
5. 

Тогда 

𝐵𝐵 (− 7
5 ; 24

5 ; 0). 
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Пункт Б. 

Найдем угол между прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵 и плоскостью основания конуса, если 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8  

Найдем 𝑥𝑥0: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 8; 𝐴𝐴𝐴𝐴̅̅ ̅̅ (𝑥𝑥0 − 5; √25 − 𝑥𝑥0
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5. 

Тогда 

𝐵𝐵 (− 7
5 ; 24

5 ; 0). 

 

Угол между прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵 и плоскостью основания конуса: 

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = |𝑏̅𝑏 ∙ 𝑛̅𝑛|
|𝑏̅𝑏| ∙ |𝑛̅𝑛|. 

𝑛̅𝑛(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости основания конуса, т.к плоскость 

основания конуса ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂  

Найдем направляющий вектор прямой 𝐵𝐵𝑀𝑀: 

 𝑏̅𝑏 = 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅̅ (39
10 ; − 24

5 ; √51
2 ). 

Перейдем к коллинеарному вектору: 

𝑏𝑏1̅(39; −48; 5√51). 
Тогда  

si𝑛𝑛(𝜑𝜑) = 5√51
√392 + 482 + 25 ∙ 51

= 5√51
√5100

= 1
2. 

Полученное значение синуса соответствует табличному значению – 300  

Ответ: 𝜑𝜑 = 300  

 

6  ВВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, КОГДА ОСНОВАНИЕ 
НЕ ЯВЛЯЕТСЯ ПРАВИЛЬНОЙ ФИГУРОЙ 

 
Пример. 
В основании прямой призмы 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1 лежит равнобедренная трапеция 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 с основанием 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 3 и 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 2. Точка 𝑀𝑀 делит ребро 𝐴𝐴1𝐷𝐷1 в отношении 
𝐴𝐴1𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝐷𝐷1 = 1: 2, а точка 𝐾𝐾 – середина ребра 𝐷𝐷𝐷𝐷1  
А. Докажите, что плоскость 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 делит отрезок 𝐵𝐵𝐵𝐵1 пополам.  
Б. Найдите площадь сечения призмы плоскостью 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, если ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 900,
∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 600  
 
Решение. 
Пункт А. 
Вводим систему координат. Высота трапеции и призмы неизвестны в пункте А, 
поэтому вводим ℎ и 𝐻𝐻   
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Рис.4.47. Введение системы координат 

 

Составим уравнение плоскости 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

Координаты точек: 𝑀𝑀 (1
2 ; 0; 𝐻𝐻) ;  𝐾𝐾 (5

2 ; 0; 𝐻𝐻
2) ;  𝐶𝐶(2; ℎ; 0)   

Сформируем векторы: 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅̅̅̅ (− 3
2 ; −ℎ; 𝐻𝐻) ; 𝐶𝐶𝐶𝐶̅̅ ̅̅ (1

2 ; −ℎ; 𝐻𝐻
2)   

Осуществим переход к коллинеарным векторам, что существенно упростит 

расчеты: 

𝑎̅𝑎(3; 2ℎ; −2𝐻𝐻); 𝑏̅𝑏(1; −2ℎ; 𝐻𝐻). 
Составим определитель, который поможет найти координаты вектора нормали 

искомой плоскости: 

𝑛̅𝑛 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
3 2ℎ −2𝐻𝐻
1 −2ℎ 𝐻𝐻

| = {−2ℎ𝐻𝐻; −5𝐻𝐻; −8ℎ} 

Перейдем к коллинеарному вектору:  

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = {2ℎ𝐻𝐻;  5𝐻𝐻;  8ℎ} 

Таким образом, уравнение плоскости на данном этапе имеет вид: 

2ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 5𝐻𝐻𝐻𝐻 + 8ℎ𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

С помощью точки 𝐶𝐶 найдем неизвестное слагаемое 𝐷𝐷: 𝐷𝐷 = −9ℎ𝐻𝐻  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 2ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 5𝐻𝐻𝐻𝐻 + 8ℎ𝑧𝑧 − 9ℎ𝐻𝐻 = 0. 
Найдем точку пересечения 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1: 𝑃𝑃(0; ℎ; 𝑧𝑧0)  

Для этого подставим координаты точки в уравнение плоскости: 

2ℎ𝐻𝐻 ∙ 0 + 5𝐻𝐻ℎ + 8ℎ𝑧𝑧0 − 9ℎ𝐻𝐻 = 0; 𝑧𝑧0 = 𝐻𝐻
2 ;  𝑃𝑃 (0; ℎ; 𝐻𝐻

2 ) 
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𝑛̅𝑛 = |
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| = {−2ℎ𝐻𝐻; −5𝐻𝐻; −8ℎ} 

Перейдем к коллинеарному вектору:  

𝑛𝑛1̅̅ ̅ = {2ℎ𝐻𝐻;  5𝐻𝐻;  8ℎ} 

Таким образом, уравнение плоскости на данном этапе имеет вид: 

2ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 5𝐻𝐻𝐻𝐻 + 8ℎ𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

С помощью точки 𝐶𝐶 найдем неизвестное слагаемое 𝐷𝐷: 𝐷𝐷 = −9ℎ𝐻𝐻  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 2ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 5𝐻𝐻𝐻𝐻 + 8ℎ𝑧𝑧 − 9ℎ𝐻𝐻 = 0. 
Найдем точку пересечения 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 и 𝐵𝐵𝐵𝐵1: 𝑃𝑃(0; ℎ; 𝑧𝑧0)  

Для этого подставим координаты точки в уравнение плоскости: 

2ℎ𝐻𝐻 ∙ 0 + 5𝐻𝐻ℎ + 8ℎ𝑧𝑧0 − 9ℎ𝐻𝐻 = 0; 𝑧𝑧0 = 𝐻𝐻
2 ;  𝑃𝑃 (0; ℎ; 𝐻𝐻

2 ) 

Во введенной системе координат найденная точка является серединой 
отрезка 𝐵𝐵𝐵𝐵1  
Пункт Б. 

Т.к. ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 = 600, то ℎ = √3
2   ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝐶𝐶 = 900, т.е. 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ = 0;  

 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅ (−2; 0;𝐻𝐻2) ; 𝐾𝐾𝐾𝐾
̅̅ ̅̅ (−12 ; ℎ;−

𝐻𝐻
2) ; 1 −

𝐻𝐻2
4 = 0;  𝐻𝐻 = 2. 

𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾: 2√3𝑥𝑥 + 10𝑦𝑦 + 4√3𝑧𝑧 − 9√3 = 0 

Найдем точку пересечения плоскости 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 и ребра 𝐴𝐴1𝐵𝐵1  

Составим уравнение прямой 𝐴𝐴1𝐵𝐵1, направляющий вектор 𝐴𝐴1𝐵𝐵1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (12 ;
√3
2 ; 0),	

перейдем к коллинеарному с̅(1; √3; 0): 

𝑥𝑥 + 12
1 = 𝑦𝑦

√3
= 𝑧𝑧 − 20 ; {

𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 − 12
𝑦𝑦 = √3𝑡𝑡
𝑧𝑧 = 2

. 

Подставим в уравнение плоскости: 

2√3(𝑡𝑡 − 12) + 10√3𝑡𝑡 + 4√32 − 9√3 = 0;  𝑡𝑡 =
1
6. 

Вернемся к уравнению прямой: 

{ 
 
  
𝑥𝑥 = −13

𝑦𝑦 = √36
𝑧𝑧 = 2

 𝑃𝑃 (−13 ; 
√3
6 ; 2) . 

Построим сечение. 

 
Рис. 4.48. Искомое сечение 
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Полученный пятиугольник разобьем на три треугольника: 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀;  𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀;  𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

Треугольник 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 по условию задачи прямоугольный. |𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅| = √5; |𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ | =

√2 . Следовательно, 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
2 √10  

Найдем площадь 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (3
2 ;  √3

2 ; −2) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (− 1
2 ; √3

2 ; −1) ; 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
3
2

√3
2 −2

− 1
2

√3
2 −1

|
|

= {√3
2 ; 5

2 ; √3} ; 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
2

√3
4 + 25

4 + 3 = 1
2 √10 . 

Найдем площадь 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (− 5
6 ; √3

6 ; 0) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (− 1
2 ; √3

2 ; −1) ; 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

− 5
6

√3
6 0

− 1
2

√3
2 −1

|
|

= {− √3
6 ; − 5

6 ; √3
3 } ; 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1

2
√ 3

36 + 25
36 + 1

3 = 1
6 √10.  

Площадь сечения: 

𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶=
1
2 √10 + 1

2 √10 + 1
6 √10 = 7

6 √10. 

Ответ: 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 7
6 √10. 

 

Пример. 

В основании прямой призмы 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1 лежит равнобедренная трапеция 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 с основаниями 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5 и 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 3. Точка 𝑀𝑀 делит ребро 𝐴𝐴1𝐷𝐷1 в 

отношении 𝐴𝐴1𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝐷𝐷1 = 2 ∶ 3, а точка 𝐾𝐾 – середина ребра 𝐷𝐷𝐷𝐷1  

А, Докажите, что плоскость 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 параллельна прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Б. Найдите тангенс угла между плоскостью 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 и плоскостью основания 

призмы, если ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 900, ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 600. 
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Полученный пятиугольник разобьем на три треугольника: 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀;  𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀;  𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

Треугольник 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 по условию задачи прямоугольный. |𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ ̅| = √5; |𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ | =

√2 . Следовательно, 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
2 √10  

Найдем площадь 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (3
2 ;  √3

2 ; −2) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (− 1
2 ; √3

2 ; −1) ; 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
3
2

√3
2 −2

− 1
2

√3
2 −1

|
|

= {√3
2 ; 5

2 ; √3} ; 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1
2

√3
4 + 25

4 + 3 = 1
2 √10 . 

Найдем площадь 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (− 5
6 ; √3

6 ; 0) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅ (− 1
2 ; √3

2 ; −1) ; 

|
|

𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

− 5
6

√3
6 0

− 1
2

√3
2 −1

|
|

= {− √3
6 ; − 5

6 ; √3
3 } ; 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 1

2
√ 3

36 + 25
36 + 1

3 = 1
6 √10.  

Площадь сечения: 

𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑃𝑃𝐶𝐶𝐶𝐶=
1
2 √10 + 1

2 √10 + 1
6 √10 = 7

6 √10. 

Ответ: 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 7
6 √10. 

 

Пример. 

В основании прямой призмы 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴1𝐵𝐵1𝐶𝐶1𝐷𝐷1 лежит равнобедренная трапеция 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 с основаниями 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 5 и 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 3. Точка 𝑀𝑀 делит ребро 𝐴𝐴1𝐷𝐷1 в 

отношении 𝐴𝐴1𝑀𝑀: 𝑀𝑀𝐷𝐷1 = 2 ∶ 3, а точка 𝐾𝐾 – середина ребра 𝐷𝐷𝐷𝐷1  

А, Докажите, что плоскость 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 параллельна прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Б. Найдите тангенс угла между плоскостью 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 и плоскостью основания 

призмы, если ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 900, ∠𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 = 600. 
 

 

 

Решение. 

Пункт А. 

Вводим систему координат. Высота трапеции и призмы неизвестны в пункте А, 

поэтому вводим ℎ и 𝐻𝐻   

 
Рис. 4.49. Введение системы координат 

Составим уравнение плоскости 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0  

Координаты точек: 𝐾𝐾 (5; 0; 𝐻𝐻
2) ;  𝑀𝑀(2; 0; 𝐻𝐻);  𝐶𝐶(4; ℎ; 0)   

Сформируем векторы: 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (3; 0; − 𝐻𝐻
2) ; 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅̅̅̅(2; ℎ; −𝐻𝐻)   

Осуществим переход к коллинеарному вектору, что существенно упростит 
расчеты: 

𝑎̅𝑎(6; 0; −𝐻𝐻). 
Составим определитель, который поможет найти координаты вектора нормали 

искомой плоскости: 

𝑛̅𝑛 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
6 0 −𝐻𝐻
2 ℎ −𝐻𝐻

| = {ℎ𝐻𝐻;  4𝐻𝐻;  6ℎ} 

Таким образом, уравнение плоскости на данном этапе имеет вид: 

ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 4𝐻𝐻𝐻𝐻 + 6ℎ𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0 

С помощью точки 𝑀𝑀 найдем неизвестное слагаемое 𝐷𝐷: 𝐷𝐷 = −8ℎ𝐻𝐻  

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀: ℎ𝐻𝐻𝐻𝐻 + 4𝐻𝐻𝐻𝐻 + 6ℎ𝑧𝑧 − 8ℎ𝐻𝐻 = 0 

Докажем, что плоскость 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 параллельна прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵: 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

𝐵𝐵𝐵𝐵  ⇔  𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝑛̅𝑛 = 0. 
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Найдем координаты вектора 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ : 

𝐵𝐵(1; ℎ; 0); 𝐷𝐷(5; 0; 0); 𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ (4; −ℎ; 0). 
Вычислим скалярное произведение: 

𝐵𝐵𝐵𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝑛̅𝑛 = 4𝐻𝐻ℎ − 4𝐻𝐻ℎ = 0. 
Т.е. плоскость 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 параллельна прямой 𝐵𝐵𝐵𝐵  

Пункт Б. 

Т к  ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐶𝐶 = 600, то ℎ = √3   

Поскольку ∠𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 = 900, то 𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ ∙ 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ = 0   

Найдем координаты векторов: 

𝑀𝑀𝑀𝑀̅̅ ̅̅ ̅ (3; 0; − 𝐻𝐻
2) ; 𝐾𝐾𝐾𝐾̅̅ ̅̅ (−1; ℎ; − 𝐻𝐻

2). 

Вычислим скалярное произведение: 

−3 + 0 + 𝐻𝐻2

4 = 0;  𝐻𝐻 = 2√3. 

Найдем косинус угла между плоскостью 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 и плоскостью основания 

призмы: 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜑𝜑) =
|𝑛𝑛1̅̅ ̅ ∙ 𝑛𝑛2̅̅ ̅|

|𝑛𝑛1̅̅ ̅| ∙ |𝑛𝑛2̅̅ ̅|. 

𝑛𝑛1̅̅ ̅(0; 0; 1) – вектор нормали плоскости основания конуса, т.к плоскость 

основания ⊥ 𝑂𝑂𝑂𝑂  

𝑛𝑛2̅̅ ̅(6; 8√3; 8√3) – вектор нормали плоскости 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  Перейдем к 

коллинеарному: 𝑛𝑛21̅̅̅̅̅(√3; 4; 3) 

Получаем: 

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜑𝜑) = 3
√3 + 16 + 9

= 3
√28

. 

Перейдем к тангенсу: 

1 + 𝑡𝑡𝑔𝑔2(𝜑𝜑) = 1
cos2(𝜑𝜑) ;  𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = √19

3 . 

Ответ: 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜑𝜑) = √19
3 . 
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